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第 1 章 T 列 = 


行列 式 是 一 种 基本 的 数学 工具 . 本 章 主要 介绍 行列 式 的 定义 ,性 质 及 计算 ,最 后 
给 出 应 用 行列 式 求解 n 元 线性 方程 组 的 克拉 默 法 则 (Cramer’”s Rule). 


1.1 二 阶 与 三 阶 行列 式 
LLI 二 元 线性 方程 组 与 二 阶 行列 式 
行列 式 的 概念 首先 是 在 求解 方程 组 个 数 与 未 知 量 个 数 相同 的 一 次 方程 组 的 问题 
中 提出 来 的 . 例如 ,用 消 元 法 解 二 元 线性 方程 组 


anzi Hant: = b 
ng Haz 1 in 
axnzi tant: = bx. 


当 aniaz 一 azaza 天 0 时 , 解 方 程 组 (1. 1) 的 解 为 


biaz — anb = anb: — bian 


Tı ， (1.2) 
Qn a — awan anar — anran 
为 了 表述 方便 起 见 ,引入 记号 
aaa a.3) 
an an 


记号 (1. 3) 称 为 二 阶 行列 式 . 它 由 2 个 数组 成 ,代表 一 个 算式 ,等 于 数 anan 一 azaz , 即 


an aw 


= Annaz — aaz. 
an an 


数 ui ij 一 1,2) 称 为 行列 式 (1. 3) 的 元 素 , 元 素 aj 的 第 一 个 下 标 ; 称 为 行 标 , 表 明 该 
元 素 位 于 第 i 行 ;第 二 个 下 标 j 称 为 列 标 ,表明 该 元 素 位 于 第 j 列 . 
上 述 二 阶 行列 式 的 定义 可 用 对 角 线 法 则 来 记忆 . 如 图 1. 1 所 示 ， 
把 an 到 az 的 实 连 线 称 为 主 对 角 线 ,az 到 az 的 虚 连 线 称 为 副 对 角 线 ， 
于 是 二 阶 行列 式 便 是 主 对 角 线 上 的 两 元 素 之 积 减 去 副 对 角 线 上 两 元 
素 之 积 所 得 的 差 , 称 为 二 阶 行列 式 的 对 角 线 法 则 . 图 1.1 
利用 二 阶 行列 式 的 概念 , 式 (1. DP zi ,zs 的 分 子 也 可 以 写成 二 阶 行列 式 , 即 


b ax an b 


an b 


bian — anb: = | anb: — bian = 


b an 


若 记 


pa 简明 线性 代数 教程 


p= | % r Duss |” a|, boss: ë b. i 
aa ax 2 ax aa b 
则 解 方程 组 (1. 1) 的 解 可 表示 为 
M ax an b 
z D, b, am PA D: an b 
t D an a|” °? D an ar 
azn ax las az 


注意 :这 里 的 分 母 D 是 由 方程 组 (1. 1) 的 系数 所 确定 的 二 阶 行列 式 ( 称 为 系数 行列 
式 ) ,zi 的 分 子 D, 是 用 常数 b ,bs 替换 D th r, 的 系数 an ,an 所 得 的 二 阶 行列 式 ,zs 


的 分 子 D, 是 用 常数 b b 蔡 换 D 中 zs 的 系数 a1 ,az 所 得 的 二 阶 行列 式 . 


3z) 十 zz 一 9， 
例 1.1 求解 二 元 线性 方程 组 | 
Zi 一 2zxz 一 一 4. 
解 由 于 
|3 1 
D = =3x(—2)—1X1=—7=0, 
11 =2 
9 1 
prs ú 1X (一 4) == 14, 
I |°, 2 9X (一 2) 一 1X (一 4) =— 14 
3 9 
p= |! S Pax 4 一 9x1= 一 21， 
所 以 
x m = =, z; =2 == 3. 


1.1.2 三 阶 行列 式 
对 于 9 个 元 素 wj G. =1,2,3) ,记号 


GA aso asa 


称 为 三 阶 行列 式 , 它 由 3? 个 数组 成 ,也 代表 一 个 算式 ,等 于 数 


anaxas 十 Qlz2Q2303l + aanas —anasas 一 Qiz421433 一 QI3Q22Q31， 


即 
an an as 


an az Qaos|=anaeoaji- azasas + anana 


a31 a Gas 


Gil14z3G32 — 412421433 一 CGI13Q22G31. 


(1.4) 
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式 (1.4) 的 右 端 含有 6 项 ,每 项 均 为 不 同行 、 不 
同 列 的 三 个 元 素 的 乘积 再 冠 以 正 负 号 ,其 代数 
和 也 可 以 用 划 线 (图 1. 2) 的 方法 记忆 ,其 中 各 实 
线 连 接 的 三 个 元 素 的 乘积 是 代数 和 中 的 正 项 ， 
各 虚线 连接 的 三 个 元 素 乘积 是 代数 和 中 的 负 
项 . 这 种 方法 称 为 三 阶 行列 式 的 对 角 线 法 则 . 

引入 三 阶 行列 式 的 概念 后 ,对 于 三 元 线性 
方程 组 


anzi Hart: tanz; = b, 图 1.2 
anzi Hant: + anzs = bz, 


tanti Hazar: Hanz: = bz, 


若 系数 行列 式 
an anr as 
D= jan az an|#0, 
azn ax ass 
则 用 消 元 法 求解 这 个 方程 组 可 得 


D. = D — D; 
m =p pr z=“ 
其 中 DGS 1,2,3 HARR b bb 替换 D 中 第 j 列 所 得 的 行列 式 , 即 


b ar an| an b an an ag b 


b an an|, D, = jan b an|, D, = |an az b 


an bı as 
Tı t2: —41;=9, 

例 1.2 求解 szarral 一 2zi 十 2zz 十 zs 一 1， 
一 3zi 十 4z? 一 2zs: 一 7. 


b an an| an as bs 


解 ” 按 对 角 线 法 则 有 


1 2 一 4| 
p=|—2 2 1 
| 
1X2X(-2) 十 2X1X( 一 3) 十 (一 0X( 一 2)X4 
(一 0Xx2Xx(C3) 一 2X(C-2)X(2) 一 1X1X4 
=u. 
同 理 ， 
9 2 一 4 1 9 —4 
D=|1 2 1 14, D, 2 1 1|=-28, 
7 4 —2| + 3: "7: A —9 
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| 1 2 9| 
D, = |—2 2 1|= 14, 
一 3 4 7| 
所 以 
x 5 1, = p 2 = = 1. 


注 1.1 对 角 线 法 则 只 适合 于 二 阶 与 三 阶 行列 式 . 
1.2 全 排列 及 逆序 数 
1.1 节 引 进 了 二 阶 和 三 阶 行列 式 的 概念 ,得 到 了 求解 二 元 一 次 方程 组 及 三 元 一 


次 方程 组 的 行列 式 解法 ,该 方法 使 得 方程 组 的 求解 公式 化 . 那么 对 于 一 般 的 n 元 线性 
方程 组 


anzlI Hart 十 … 十 aivzw =b 
ant Hanz: + +axz, = bzs 
lamti Fanti +Hoe +H amt = b, 
能 否 类 似 地 引入 阶 行列 式 的 概念 ,是 否 可 得 n 元 一 次 方程 组 的 行列 式 解法 ? 为 此 ， 
先 介绍 全 排列 及 逆序 数 的 概念 . 
定义 1.1 将 ?个 不 同 的 元 素 按 某 种 顺序 排 成 一 列 , 称 为 这 n 个 元 素 的 一 个 全 
排列 (简称 排列 ,也 称 n 级 排列 ). 
显然 , 当 n>>1 时 , 按 不 同 的 顺序 ,它们 可 以 组 成 不 同 的 排列 ,其 排列 的 总 数 通常 
用 P, 表示 . 例如 ,三 个 元 素 1,2,3 可 以 组 成 以 下 6 种 全 排列 :123,132,213,231,312， 
321, 故 P, =6. 从 1 开始 的 连续 个 正 整数 构成 排列 的 总 数 为 
P,=n(n~—1)…3.2.1=n!. 
在 本 章 中 所 提 到 的 排列 中 的 各 元 素 均 为 正 整 数 . 取 n 个 元 素 的 一 个 全 排列 表示 
n 个 元 素 1,2,…,n 的 一 个 nn 级 排列 , 记 为 a1a2*…an. 
对 于 个 不 同 的 正 整 数 ,规定 从 小 到 大 为 标准 次 序 , 从 小 到 大 的 排列 称 为 标准 排 
列 , 其 他 的 排列 都 或 多 或 少 地 改变 了 标准 次 序 . 
例如 ,4213 是 1,2,3,4 的 一 个 排列 . 显然 , 它 改 变 了 标准 排列 1234. 
定义 1.2 在 一 个 =” 级 排列 aiaz…a 中 , 某 两 个 元 素 aa (i,j 二 1,2,…,n), 如 
R i<j, M aq; 之 aj, 则 称 数 对 ai,a; 构成 该 排列 的 一 个 逆序 . 在 一 个 排列 中 ,逆序 的 总 
数 称 为 这 个 排列 的 逆序 数 , 记 为 r(aiaz…av). 
例 1.3 求 排列 4213 的 逆序 数 . 
解 ”该 排列 中 共有 4 与 2,4 与 1,4 与 3,2 与 1 这 4 个 逆序 ,所 以 排列 4213 的 逆 


a 


BIR FAR 


序数 是 4, 即 r(4213) 一 4. 

给 定 排列 ara, a, ,可 以 按照 以 下 方法 计算 逆序 数 : 设 在 第 一 个 数 wm 后 面 比 它 
小 的 数 有 三 个 ,在 第 二 个 数 a, 后 面 比 它 小 的 数 有 o 个 ,……, 第 n 一 1 个 数 a,-_! 后 面 
比 它 小 的 数 有 4- 个 , 则 该 排列 的 逆序 数 为 


rlairaz an) = t, +t + j+ tea. 


例如 ， 


r(32514) = 5, r(n(n 1D…321) = TOZD, 


由 逆序 数 定义 1. 2 不 难得 出 ,标准 排列 的 逆序 数 为 零 . 

定义 1.3 Haaa, 是 一 个 级 排列 ,车 r(a1as…a,) 是 一 个 偶数 , 则 称 a 
asa, 为 偶 排列 ; 若 rCalao…a,) 是 一 个 奇数 , 则 称 aiaz…a 为 奇 排列 . 

将 一 个 排列 中 的 某 两 个 数码 位 置 互 换 , 而 其 余数 码 不 动 , 则 称 为 一 次 对 换 . 

定理 1.1 一 次 对 换 改变 排列 的 奇偶 性 . 

推论 1.1 任何 一 个 n 元 排列 都 可 以 通过 若干 次 对 换 变 成 标准 排列 ,并 且 所 需 
对 换 的 次 数 与 该 排列 的 逆序 数 有 着 相同 的 奇偶 性 . 


1.3 n 阶 行列 式 的 定义 


1.1 节 给 出 了 二 阶 和 三 阶 行列 式 , 即 


an ax 
= auqa —qauganas, 


az az 
an ax an| 


an az az = anazaz + aasan 十 QI3Q21Q32 


an ax an| 
~ d1 a23832 — 412421433 一 Q13Q22G31， 

则 由 二 阶 和 三 阶 行列 式 容易 看 出 有 如 下 结果 : 

D 二 阶 行列 式 表示 所 有 位 于 不 同行 ,不 同 列 的 两 个 元 素 的 乘积 的 代数 和 . 两 个 
元 素 的 乘积 可 以 表示 为 

Aij, Go, > 

HP jije 为 2 级 排列 . 38 jije BONT 2 级 排列 12,21 时 , 即 得 到 二 阶 行列 式 的 所 有 
项 (不 包含 符号 ) , 共 为 2! 一 2 项 . 

三 阶 行列 式 表 示 所 有 位 于 不 同行 ,不 同 列 的 三 个 元 素 乘积 的 代数 和 ,三 个 元 素 的 
乘积 可 以 表示 为 


Gij, G2j2 G3j, + 


HP jjaja 为 3 级 排列 . 1 jijzjs 取 遍 所 有 3 级 排列 时 , 即 得 到 三 阶 行列 式 的 所 有 项 
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(不 包含 符号 ) , 共 为 3! 一 6 项 . 
(2) 每 一 项 的 符号 如 下 : 当 这 一 项 中 元 素 的 行列 按 标准 排列 后 ,如 果 对 应 的 列 标 
构成 的 排列 是 偶 排列 , 则 取 正 号 . 例如 ,三 阶 行列 式 中 带 正 号 的 三 项 列 标 排列 123, 
92121 都 是 偶 排 列 , 带 负 号 的 三 项 列 标 排列 132,213,321 都 是 奇 排 列 . 
综 上 所 述 ,二 阶 行列 式 可 写成 
an 


= 22 C Deu aj azp» 


iiiz 


其 中 > 表示 对 1,2 的 所 有 排列 求 和 . 三 阶 行列 式 可 写成 


ijz 


an az 


an an az 


= D (= soap apa» 


jah 


a3 Gs Gs 


其 中 > 表示 对 1,2,3 的 所 有 排列 求 和 . 


类 似 地 ,可 给 出 n 阶 行列 式 的 定义 . 
定义 1.4 由 开 个 数 a(i,j 二 1,2,3,…,n) 排 成 n 行 n 列 ,并 记 为 


an ax Qin 
an az An 

， (1.5) 
aa as + a, 


. 阶 行列 式 , 简 记 作 det Cay). 这 到 个 数 称 为 行列 式 的 元 素 ,ai 称 为 行列 式 
第 i 行 第 j 列 元 素 ,i 称 为 a; 的 行 标 ,j 称 为 u 的 列 标 . n 阶 行列 式 是 一 个 数 ,这 
个 数 等 于 所 有 取 自 不 同行 .不同 列 的 n 个 元 素 , 并 将 行 标 按 标 准 次 序 排列 起 来 作 
乘积 
aj, 2j; ***a,,, (1.6) 
BOBOL HEP jj sj, 为 1,2,…,n 的 一 个 排列 , 式 (1. 6) 的 乘积 共有 n! 项 ,其 中 
每 项 都 按 下 列 规则 带 符号 : 当 访 疡 … 轧 是 偶 排列 时 , 带 有 正 号 ; 4 jj lj, 是 奇 排列 
时 , 带 负 号 . 
行列 式 (1. 5) 可 简写 为 


an ar am 

azn q An i 
< = > (Dii ay, arjan, ， (1.7) 
: hija", 

aa az am 


其 中 D 表示 对 1,2,…,n 的 所 有 排列 求 和 , 故 式 (1. D 是 n! 项 的 代数 和 . 


hho k 
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例如 ,四 阶 行列 式 


jan az as an| 
| 


aqa ae as as 


所 表示 的 代数 和 中 共有 4! 一 24 项 ,其 中 含有 一 项 aaazaaszat ,而 r(1324) 一 1, 则 an 
azasz2au4 前 面 应 冠 以 负 号 . 同时 ,也 含有 另 一 项 a13az4aaasz ,而 r(3412) 王 4, 则 asas 
aaa 前面 应 冠 以 正 号 . 

例 1.4 计算 四 阶 行列 式 


a 0 0 b 
Dl | 

0 e f oO 

g O O h| 


解 ”根据 定义 ,是 4! =24 项 的 代数 和 .但 是 ,由 于 中 不 少 元 素 为 零 ,所 以 
24 项 中 有 不 少 的 项 为 零 , 不 为 零 的 项 只 有 4 项 :acfh,bdeg ,adeh,bcfg, 它 们 对 应 的 
列 标 排列 依次 为 1234,4321( 偶 排列 ),1324,4231( 奇 排列 ). 因此 ， 
D = ac fh + bdeg — adeh — bc fg. 
例 1.5 计算 行列 式 


an 0 0 0 
an an 0 0 
D= jas as asa 0 
aa az qaa am 


解 这 样 的 行列 式 称 为 下 三 角形 行列 式 . 

HT D 的 第 一 行 除了 a 外 ,其 他 元 素 都 是 零 ,于 是 要 得 到 非 零 项 ,第 一 行 必 须 
选 ci ;第 二 行 不 能 选 aa ,因为 第 一 列 中 只 能 选 一 个 元 素 ,所 以 在 第 二 行 中 只 能 选 非 
零 元 素 az M, BZR aaroo B n TRAER am. 这 样 ,D 不 含 零 元 素 的 
只 有 一 项 anaz…am. 又 因为 该 项 行 标 、 列 标 都 是 按 标准 次 序 排列 ,前 面 的 符号 取 正 ， 
所 以 

D = anazz…am。 

这 表明 下 三 角形 行列 式 等 于 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 . 

行列 式 中 从 左上 角 到 右 下 角 的 对 角 线 称 为 主 对 角 线 ,从 右上 角 到 左下 角 的 对 角 
线 称 为 副 对 角 线 . 
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同 理 可 得 上 三 角形 行列 式 , 即 


an an as * anm 
0 an as azn 
0 0 as … am| = ananas" am. 


0 0 0 O a,| 
例 1.6 证 明 如 下 对 角 行列 式 : 
a 0 = 0 


0 A = 0 
(D Di 一 | ， 7 ,| 一 Nai 
0 0 < 
0 0 0 A| 
0 0 A i) 
. . . 
(2) D,= | : : š :| 一 (一 1) T AMMA. 


0 À … 0 0 
rt OL kas. Ü 0 
证 明 D 因为 D, 是 上 三 角形 行列 式 的 特殊 情况 , 故 结果 显然. 
现 证 (2). 由 于 行列 式 D, 不 含 零 的 项 只 有 AMw,-,…Azhi ,而 该 项 行 标 已 按 标 准 次 
序 排列 , 列 标 排列 n(n 一 1)…321 的 逆序 数 为 


r(n(n — 1)--+-321) = nD, 


所 以 
D, = C DUA, A = (— D PAA Ar 


1.4 行列 式 的 性 质 


1.3 节 讲 了 行列 式 的 定义 ,直接 用 行列 式 的 定义 计算 行列 式 ,一 般 来 说 是 较 烦 琐 
的 ,因此 ,必须 对 行列 式 作 进一步 的 研究 , 找 出 切实 可 行 的 计算 方法 . 本 节 不 加 证 明 地 给 
出 行列 式 的 性 质 ,只 用 三 阶 行列 式 加 以 验证 ,关于 详细 证 明 , 读 者 可 参考 相关 的 资料 
将 行列 式 D 的 行 与 相应 的 列 互 换 后 得 到 的 新 的 行列 式 称 为 D 的 转 置 行列 式 , 记 
为 D 或 D', 其 互 换 过 程 称 为 对 DD 的 转 置 , 即 若 
an az … an) 
| 
| 
| 


Qa Qe ° An 


aa as >° am| 
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则 
an a ° aa 
pr =| 72 “ ae 
Gia Arn 9 Am 
行列 式 具有 如 下 性 质 : 
ERLI 行列 式 转 置 后 ,其 值 不 变 , 即 DT 一 D. 
例如 ， 
$ 22 
D=|0 一 2 1 12 十 1 十 4 一 一 ?， 
y 0 5°.2 
其 转 置 行列 式 
Bt oO a 
D' = |1 一 2 0|=—12+1+4=-7. 
2 1 2 


性 质 1. 1 说 明了 行列 式 中 ,行列 地 位 的 对 称 性 . 由 此 可 知 , 行 列 式 中 行 的 性 质 对 
列 也 同样 成 立 . 


性 质 1.2 互 换行 列 式 中 的 任意 两 行 ( 列 ) ,行列 式 的 值 变 号 . 


例如 ， 
3 1 2| 
D= |0 一 2 1| = 一 7?， 
i I 
互 换 第 1 行 和 第 3 行 得 
e. 0. 2 
D, = 2 1| =—4+12—1=7, 
3 
则 
D=—D. 


推论 1.2 BITIR D 中 有 两 行 ( 列 ) 对 应 元 素 相同 , 则 行列 式 为 零 . 

这 是 因为 互 换 D 中 相同 的 两 行 ,由 性 质 1. 2 知 D= 一 D, 于 是 D=0. 

性 质 1.3 用 名 乘 行 列 式 D 中 的 某 一 行 ( 列 ) ,等 于 以 数 六 乘 此 行列 式 , 即 
an as ° ax Qi an OO an 

an 


Ga Ga °“ Gm qa aa * a, 
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qa 2 
例如 ,用 数 & 二 2 乘 |0 一 2 1 | 的 第 3 行 得 
k. ó 2 
8 4: 2 
Ë —2 1|=—24+2+8=—14, 
2 0 4 
即 
E 2 3 4 92 
o 一 2 1 =2|o —2 1|=2x (一 7) =—14. 
È 0 T 02. 2 
推论 1.3 ”如 果 行 列 式 D 中 某 行列) 的 所 有 元 素 都 有 公 因 子 , 则 该 公 因子 可 以 
提 到 行列 式 外 面 . 


推论 1.4 ”如果 行列 式 D 中 有 两 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 成 比例 , 则 D=0. 
推论 1.5 如 果 行 列 式 D 中 某 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 全 为 零 , 则 D=0. 
性 质 1.4 ”如果 行 列 式 D 中 的 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 都 是 两 数 之 和 ( 设 第 ; 行 元 素 


都 是 两 数 之 和 ) , 即 若 


an ax Qin 
D= |an +b, az 十 加 an 十 如 | ， 
an An Am | 
W D 等 于 下 列 两 个 行列 式 之 和 , 即 
an az Qin an ar Qin 
D= ja az an |+ lba ba ba l. 
Am a, Am Am a, am 
例如 ， 
3 1 2| |2+1 1+0 0+2 
D= |0 一 2 1 0 | 
1. 05 22 1 0 2 
2 1 oj |1 0o 2 
= |o —2 1|+|o —2 1 
h o 2| ji o 2 
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=(=8+1) +0 =—7. 


性 质 1.5 ”将 行列 式 某 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 同 乘 以 数 k 后 加 到 另 一 行 ( 列 ) 对 应 
位 置 的 元 素 上 ,行列 式 的 值 不 变 , 即 


an ax g ain | an an * am 
aa 十 pop az 十 laiz … an 十 如 am aa ae a, 
aj ajz a, aj ajz Ajn 
am an sk am aa as * a, 
C E 
例如 ,将 D=|0 一 2 1| 的 第 3 ITRI k=—2 加 到 第 1 行 上 得 
1 0 2 
4: W. e 
D= |0 2 1 |= 一 4 十 1 一 4 7, 
1 0 2 
即 
3 1 2 3 二 1X (一 2) 1 十 0X (一 2) 2 十 2X (一 2) 
D=|0 一 2 1|= 0 = 1 
1 O 2 1 0 2 


上 面 给 出 了 行列 式 的 一 些 基本 性 质 , 这 些 性 质 在 计算 和 理论 上 都 很 重要 . 下 面 举 
例 说 明 适 当 引 用 行列 式 的 性 质 ,可 以 简化 行列 式 的 计算 . 

以 ri 表示 行列 式 的 第 i 行 ,以 c; 表示 行列 式 的 第 i 列 , 交 换 i,j ITEE rer 
第 i 行 乘 以 数 & 记 作 kr; 或 r;Xk; 第 i 行 提出 因子 & Er k AR k RR j 行 加 到 
第 i 行 记 作 7; 十 kx;. 对 列 也 有 类 似 的 记号 ,此 时 ,将 7 换 成 c. 

例 1.7 计算 行列 式 
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例 1.8 计算 行列 式 


和 
二 
DEN Z - 6 ial 
1. 9 3: 2 
解 
Lii 9 oe =Y “3 
ntn |o 0 1 4] am Jol 4 -1 
n= |0 3 4 —2 0 E ,和 2 
EE losi ras; == 00 1 4] 
ii sr Si 1 1—1 3 
n-m |01 4 ijl nen |0 1 4 —1 
0 0 一 8 00 1 4 
00 1 4 00 —8 1 
11 -—1 3 
r+8 |0 1 4 一 1 
0 0 a |= 39 
00 0 33 
例 1.9 计算 n 阶 行列 式 
a b 
b a b b 
D=|b b a b 
b b b ma 


解 ” 这 个 行列 式 的 各 行 (或 各 列 ) 元 素 的 和 都 是 相同 的 , 均 为 a 十 (n 一 1)5, 因 此 ， 
逐次 将 第 i(i 二 2,3,…,n) 列 都 加 到 第 1 列 上 得 
a+(n—1b b b = b 
ata latn—Db a b = b 
== a+(n—1)b b a + b 


D 


和 二 人 一切 让 b p ena 
1 B. 5 
1 
[a+(n—1)b]|1 b 


a 
> 


cı +[a+(n— DE] 


1 ó ó ~ a 
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1 b e b 
Gs 0 a—b ee 0 
ri— nG = 2,3,=- m) 
a = [a+G@-—16J| o 0 a-b = 0 
0 0 0  a—b 
= [a+ @m—1b](a — b)”. 
例 1.10 证 明 
a+b b+c c+a a b c 
atb b+o ataj=2ja b caj. 
a +b b +c cz 十 az az b cz 


a b+c c+a b b+c c+a 
左 端 一 一 jc bhta atalt+|lb bta ata 
az 如 十 cz cz 十 az b, b --c cz 十 az 

a b+c c b c c+a 


ead G a b+c alt+lbh a cata 


WA aa 
az b-+c c b, cz c +a 
s a b c b c a 
AET PNE 
ES a b cl 二 c a 
a b c b c az 


a 
第 二 个 用 性 质 1. 2 A 


a b c 
一 2|a b a 
a b c 


例 1.11 证 明 


0 
a = 0 = (a — > te) Ta, ajas***a, 天 0. 
0 Ti a, 


D= |c 0 
: + + iz ii 
W OQ. UO “ss al 


证 明 38 D h i+ 1 RIEG, 2, MR 17 
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3 b b * b, 


p o Q a s O| (e aaa 
s. T 
= (e E) fja 


1.5 行列 式 按 行列 展开 法 则 


已 经 知道 , 低 阶 行列 式 比 高 阶 行列 式 容易 计算 ,那么 能 否 将 一 个 阶 数 较 高 的 行列 
式 化 为 阶 数 较 低 的 行列 式 来 计算 ? 为 此 , 先 引 入 下 列 定义 : 

定义 1.5 在 nn 阶 行列 式 D==det(ai) 中 去 掉 元 素 ai; 所 在 的 第 i 行 和 第 j 列 后 ， 
余下 的 n 一 1 阶 行列 式 称 为 D PER ay 的 余子 式 , 记 为 Mi , 即 


an aa Gi ° Am 
Gra … aspi Gcs ° a= 
M, = 
Gia ° Ganji Qaj ° asa 
aa ° a, aa ° as 


定义 1.6 nn 阶 行列 式 D PER a; 的 余子 式 M; 前 面 添 加 符号 (一 1) ”后 , 称 为 
Qi 的 代数 余子 式 , 记 为 A; , 即 


A; = (~— DmM;. 
例如 ,四 阶 行列 式 


中 ,azs 的 代数 余子 式 是 


Azn = (C DM 一 一 |a aa aa|， 


Qa An qas 


aa 的 代数 余子 式 是 
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as as au 


Aa = (— 1*'Ma = az ax aw 


an as qaa 


对 于 三 阶 行列 式 有 


an az as 
D= |an az as 
an as asa 
= anaras + awasqa 十 Ql3Q21032 — anand 一 Q12021033 一 Q13Q22031， 
D=— an (azası — asas) + az (anas — anan ) ~ az (anas: — aas ) 
| 
la an an an an an 
= an (—1)*™ | 十 we (— 1282 | 十 az (— 128 
Gs a33| as asal az az 
= an Ân 十 azzAz +azAz (1.8) 
或 
D= an (azas, — aaa) — azı (aizas3 — aisas2) 十 aal(aliza23 一 Qi3Q22) 
| 
az an a an ar as 
= an (—D™ Fan (= 1 +a (— 1)* 
aG as az as ax an| 
= anAn +anAz +anAa. (1.9) 


ARO. 8) 可 以 看 出 ,三 阶 行列 式 等 于 它 的 第 二 行 各 元 素 与 其 对 应 的 代数 余子 式 
的 乘积 之 和 . 同样 ,由 式 (1. 9) 可 以 看 出 ,三 阶 行列 式 也 等 于 它 的 第 一 列 各 元 素 与 其 对 
应 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 . 可 以 验证 ,该 结论 对 其 他 行 或 列 也 成 立 . 对 于 n 阶 行列 


式 有 同样 的 结论 ,这 就 是 下 面 的 定理 . 
定理 1. 2 n 阶 行列 式 


lan aa * a, 


等 于 它 的 任 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 与 其 对 应 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 , 即 


D= D> aAa 一 anha 十 azha 十 … 十 aaAa， 守 一 1，2，… 和 7 


k=1 


或 


D = X ayAy =ayAy tasAsyt+asAs, j= 1,2,n. 


=i 


(1.10) 


(1.11) 


RA. 10) 称 为 行列 式 按 行 展开 法 则 , 式 (1. 11) 称 为 行列 式 按 列 展开 法 则 (证 明 略 ). 
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例 1.12 分 别 按 第 1 行 与 第 2 行 展开 行列 式 


0 二 2 
D=. S 3 
—2 3 1 
解 D 按 第 1 行 展开 如 下 : 
13 L `š 1 1 
I 0X 1 12 (一 2) x (一 1)i+3 | 
D=1x D| s|- Epi, |+ E 
一 1X (一 8) 十 0 十 (一 2) X5 =— 18. 
(2) 按 第 2 行 展开 如 下 : 
0 一 2 1 一 2 1 0 
D= 1X C pD% 1x -De| |+sx -p | 
ih |+ ( u. EDH a 


1X (一 6) 十 1X (一 3) 十 3 X (一 3) =— 18. 
例 1.13 写 出 下 面 四 阶 行列 式 按 第 3 列 的 展开 式 , 并 计算 该 行列 式 的 值 ,其 中 


6 5 0 1 
p=|° -12 0 
SAB SO 


0 一 2 0 一 3 
解 DD 按 第 三 列 展开 为 
D= 0+ An +2An +0+ As+t0. An 


6 5 1 
=2X(—1)*j|8 3 4 |=2X(—98) =— 196. 
ar $ 


在 例 1. 13 中 ,计算 该 行列 式 可 以 用 某 行 或 者 其 他 某 列 展开 . 比较 而 言 , 按 第 3 列 
展开 计算 量 最 小 ,这 是 因为 第 3 列 只 有 一 个 非 零 元 素 , 因 此 ,计算 四 阶 行列 式 时 可 转 
化 为 只 计算 一 个 三 阶 行列 式 就 可 求 得 该 四 阶 行列 式 的 值 . 一 般 来 说 ,利用 式 (1. 10) 或 
式 (1.11) 计 算 n 阶 行列 式 时 , 某 行 ( 列 ) 含 有 较 多 的 元 素 “0” 才 有 真正 的 计算 意义 . 因此 ,可 
以 先 利 用 行列 式 的 性 质 ,使 某 行 ( 列 ) 变 成 只 有 一 两 个 非 零 元 素 ,然后 再 按 行 ( 列 ) 展 开 . 

例 1.14 计算 n 阶 行列 式 


Jao 0 0 
O < y 0 0 
g. 0. x 0 0 
D, = P 
0 0 O # -y 
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解 将 行列 式 按 第 1 列 展开 如 下 : 


Dİ man y: 0 0 
ozo O z y Io 
D==z+C D|; ; L il +y. CD" 
0 0 = y 39 
0 0 0 szlav 10 0 s x yle 
= z + (— D”, 
例 1.15 计算 ” 阶 行列 式 
2 2 2 
Z. š 2 
D, = £ 3 2 
g £ 2 n 
—1 0 
2 2 2 
sn) 
0 1 0 
0 0 0 7 一 2 
Deg 2 
18 O 1 = 0 
接 第 1 行 展开 |) XC) oe =—2(n—2)!. 


0 0 … n—2|o-5 
例 1.16 证 明 范 德 蒙 德 (Vandermonde) 行 列 式 
l 1 1 + 1 


a az as ` a, 
= 2 2 2 = 
D=|a a a … a |= I G. —a), n2>2, 
: : : z 3 
ar am" at ... g 


+I 为 连 乘 S，II (a, —a;) 表示 ayaz，…as 这 个 数 的 所 有 可 能 的 a; —a; G > j) 
D>j>l 
的 乘积 . 
证 明 用 数学 归纳 法 . 当 z 一 2 时 ， 
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结论 正确 . 
假设 对 于 n 一 1 阶 范 德 蒙 德 行列 式 ,结论 成 立 , 则 对 n 阶 范 德 蒙 德行 列 式 , 从 第 n 
行 开始 , 逐 行 碱 去 上 面相 邻 行 的 a, 倍 得 


1 1 1 | 
0 az 一 QI as —a, G ~â; | 
0 aja, —a) as(as —a) … a,a,—a) | 
= 0 ala, —a) ala —a) + a “lan —a) | 
I 
| 


0 arjrt(a,—a) ca 2(as 一 0) … art(a,—a) 
按 第 1 列 展开 ,并 提出 每 一 列 元 素 的 公 因 子 就 有 
| 1 1 ... 1 


a G > a, 
D = (a; —ai) (as —a)*(a, —a | a} a ar 
ar aş? ... i 


右边 的 行列 式 是 一 个 ”一 1 阶 的 范 德 蒙 德行 列 式 . 由 归纳 法 假设 知 , 它 等 于 J] G 一 
ni>j2>2 
aj) RAER, B 
D= (ax 一 a)(a — ai) lan 一 a) [| G—a)= I Ga). 


nj22 i>j21 
注 1.2 例 1.16 说 明 用 数学 归纳 法 ,有 时 也 可 计算 或 证 明 n 阶 行列 式 . 
定理 1. 2 说 明 ,n 阶 行列 式 等 于 它 的 任 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 与 其 对 应 的 代数 余子 
式 的 乘积 之 和 ,那么 一 个 阶 行列 式 中 任意 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 男 一 行 ( 列 ) 对 应 元 素 
的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 又 怎样 呢 ? 在 例 1. 12 中 ,第 2 行 三 个 元 素 的 代数 余子 式 分 
别 为 


An 6, Az =—3, Azn 3. 
用 第 1 行 三 个 元 素 an =1,an =0,as = —2 或 第 3 行 三 个 元 素 as 二 一 2,asz =3, 
as 二 1, 分别 与 第 2 行 三 个 元 素 代数 余子 式 作对 应 乘积 的 和 为 
anAn 十 aizAz 十 atsAza 一 1X (一 60) 十 0X (一 3) 十 (一 2) X (一 3) = 0 


或 


aalAa 十 aazAz +asAs = (一 2) X (一 06) 十 3X (一 3) 十 1X (一 3) = 0, 
其 结果 均 为 零 , 同 样 用 第 1 行 、 第 2 行 各 元 素 与 第 3 行 对 应 元 素 的 代数 余子 式 的 乘积 
之 和 也 等 于 零 , 对 列 也 有 类 似 的 结论 . 一 般 地 ,有 下 面 的 定理 . 

定理 1.3 n 阶 行列 式 
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Ca E se. WQ e. Su 


aa di ak a, 
D= i 
aji as aps > 
An * a, % as * a, 
中 任意 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 另 一 行 ( 列 ) 对 应 元 素 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 等 于 零 , 即 
anAa +apAa H +a A, =0,， ji (1.12) 
或 
anA 十 axkAz He +H anA = 0, k#Æi (15133 
An SP an Ara Sapay 
P ap oap a ° as 第 i 行 
证 明 an Aa an Aa ha Aí 25 : : i i | =o. 
ESE OE TET 
a i aa Q: 
综合 定理 1. 2 及 定理 1. 3, 有 如 下 公式 : 
a D, j=i, 
> anAa = a Aa HapAr +H +a,A, = Í z: $ 
imi 0， ji 
或 
a D, j=i, 
È ayAu = asAutasAn H HayAn = | 15r 
k= 0，j 关 i. 


1.6 克拉 默 法 则 


本 节 讨 论 方程 个 数 与 未 知 量 个 数 相等 的 线性 方程 组 解 的 问题 . 与 二 元 .三 元 线性 
方法 类 似 的 有 下 述 结论 : 
定理 1. 4( 克 拉 默 法 则 ) 如果 线 性 方程 组 


anmi Hant +e Hanta = b, 


anTı +axz +e + axz, = bz, (1.14) 


asam Hanz He +a,z, = b, 


的 系数 行列 式 
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an ax am 
D= an az ax =0 
aa ace v a, 
则 线性 方程 组 (1. 14) 有 解 , 并 且 解 是 唯一 的 ,其 解 为 
Tı D, Tz D, mog z = D, (1.15) 


其 中 D;(j 二 1,2,…,n) 为 将 DD 中 的 第 j 列 元 素 ayaz ray REPOR bibs 
妨 ,而 其 余 各 列 保持 不 变 所 得 的 行列 式 , 即 


an a b ana * ax 

an ° anj b asua * ax 
D =|, EEN ñ 

aa ° Anji b, a, * as 


例 1.17 解 线性 方程 组 

z — z: + z; — 2r, = 2, 

2zi —z; + 4z, = 4, 

3zi 2r: 十 zs =— 1, 

— = + 2z; — zx + 2z, =— 4. 
解 ”计算 行列 式 如 下 : 


1 —1 1 —2 
pa 0. E | 
[232 O E I 
—1 2 —1 2 
2 —1 1 —2 1 2 1 —2 
4 0 —1 4 2 4 —1 4 
D= =—2, D, = 一 4， 
|-1 2 1 O Ë e E QU 
—4 2 —1 2 —1 —4 —1 2 
1 —1 2 一 i =i i -2 
E 4 4 2 0 —1 4 
D,= =0, D, = 一 一 1， 
` |3 2 —1 0 š 3 2 1 -1 1 
—1 2 —4 2 —1 2 —1 —4 
所 以 
1 D 1, z 2, 2, Zs 他 0, x 号 


是 所 给 方程 组 的 解 . 
需要 强调 的 是 ,线性 方程 组 只 有 当 系 数 行列 式 不 等 于 零 时 ,才能 应 用 克拉 默 法 则 
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求解 . 一 般 来 说 ,用 克拉 默 法 则 求 线性 方程 组 的 解 时 ,计算 量 还 是 比较 大 的 ,不 过 用 计 
算 机 求解 线性 方程 组 已 经 有 一 套 成 熟 方法 . 不 管 怎样 ,克拉 默 法 则 给 出 了 在 一 定 条 件 
下 线性 方程 组 解 的 存在 性 和 唯一 性 ,并 且 给 出 了 具体 的 求解 公式 . 这 个 公式 简单 明 
了 ,便于 记忆 ,在 理论 上 与 实践 中 都 具有 重要 的 意义 . 

如 果 线性 方程 组 (1. 14) 的 常数 项 均 为 零 , 即 


anzl Harz: +e +H ant, = 0, 
antı Hant: + +H ant, = 0, (1.16) 


auzl Hantz +*+ amI = 0, 
WRA 16) 称 为 齐 次 线性 方程 组 . 
显然 , 齐 次 线性 方程 组 (1. 16) 一 定 有 零 解 zj 二 0(j 二 1,2,…,n). 对 于 齐 次 线性 
方程 组 , 除 零 解 外 是 否 还 有 非 零 解 ,可 由 以 下 定理 判定 : 
定理 1.5 齐 次 线性 方程 组 (1. 16) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 D=0. 
例 1.18 当 4 取 何 值 时 ,方程 组 
AMzrl 十 zz 十 zs 一 0， 
| 十 Mzz 十 zs = 0, 
Zi 十 zz 十 Mrs 一 0 
只 有 零 解 . 
解 ” 由 定理 1.4 知 , 当 DA0 时 ,方程 组 只 有 零 解 . 因为 
AF2: 1.1 
一 一 一 | 十 2 À 1 
人 
1 1 1 
0 4—1 O 
0 0 aA—1 
所 以 当 2 关 一 2 HAAA 时 ,方程 组 只 有 零 解 、 
习题 一 
1. 求 下 列 各 排列 的 逆序 数 ,并 指出 它 的 奇偶 性 : 
(1) 43521; (2) 23154; (3) 315462; (4) 36715284. 
2. 确定 以 下 各 项 在 相应 行列 式 中 所 带 的 符号 : 
(I) amamanasas; (2) anasawaeasasq (3) asasasamaseauao. 
3. 选择 ,1, 使 得 a1saxasaszasi 为 五 阶 行列 式 中 带 有 人 负 号 的 项 . 
4. 计算 下 列 二 阶 行列 式 : 
a—b b 34215 35215 
一 5 | i sa | 


1 1 
1 À 
14 


= Q+2) 


1 
1 
à 


= (+2) = Q+2)Q — 123, 


o | 3 ‘| D 
一 5 6l? 
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5. 计算 下 列 三 阶 行列 式 : 


1-2-3 3 1 301 1 十 a + 1 
a) |3 2 1|; (2) 11 2 102|; (3) 1 1 十 a 1 
z. 1:39 2 4 199 1 1 1 十 a 
6. 计算 下 列 行列 武 。 
P ut 3 1 12 3 4 
a) A + (2) 30 S ; 
1 3 6 10 8 4 1 2 
1 4 10 20 4 £. 9.8 
二 十 
ea e a E Soad y SA A 
Ë a zty æ y 
1 4 10 20 
3 0 4 2 
7 设 行列 式 D= | O, O O , 则 第 4 行 各 元 素 的 余子 式 之 和 为 多 少 ? 第 4 行 各 元 素 
5 3 —2 2 
的 代数 余子 式 之 和 为 多 少 ? 
8. 已 知 四 阶 行列 式 D 中 第 3 列 元 素 依次 为 一 1,2,0,1, 它 们 的 余子 式 依次 为 5,3, 一 7,4, 求 D. 
1 2 3 
9. 解 方程 | x 一 1 4 6 |=0. 
3 6 zx 


10. 用 行列 式 的 性 质证 明 下 列 等 式 ， 


a+ hta a a b o 
(1) |a+kb, betc: cl 一 la b c|; 
astkbs ba cs a b G 
ytz z+z r+y * y. = 
(2) |z+y ytz z 十 z|= 一 2|y z zj. 
zta zty gte EE y 


11. 用 克拉 默 法 则 解 下 列 方程 : 
z+y—2z= 一 3， 
上 err 
2z—5y+4z=4. 
r+y+z=a+b+c, 
12. yma art tee +P j BUR] a,b,c 满足 什么 条 件 时 ,方程 组 有 唯一 解 ,并 
bcr+caytabz=3abc. 
求 出 唯一 解 . 
13. 设 曲线 ?一 ao 十 caz+azz2 十 aaz 通过 4 点 (1,3),(2,4),(3,3),(4, 一 3), 求 系数 ao sa， 


Q2 sa3. 
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矩阵 是 数学 中 最 重要 的 基本 概念 之 一 ,是 学 习 后 面 几 章 的 基础 和 工具 ,其 理论 和 
方法 已 被 广泛 应 用 到 自然 科学 .现代 经 济 学 、 管 理学 .工程 技术 等 许多 领域 . 本 章 主要 
介绍 矩阵 的 基本 知识 ,包括 抢 阵 的 概念 及 其 运算 、 和 矩阵 的 逆 、 分 块 矩阵 ,矩阵 的 初等 变 
换 、 初 等 矩阵 及 矩阵 的 秩 等 内 容 . 


2.1 E E 
2.1.1 和 矩阵 的 概念 
定义 2.1 由 mXn 个 数 aij (i 二 1,2,…,m;j 二 1,2,…,n) 排 成 m 行 n 列 的 数 表 ， 
即 
an az a, 


ami am Ks 
称 为 m 行 n JERE, RIAA m X n 矩阵 ;用 括号 括 起 来 以 表示 它 是 一 个 整体 , 表 
示 为 


an az a, 
an am An 

A= $ ， 
Ami Am * am) 


REH A= (laj mx RA = lay) R A... EP a RRA 中 第 i 行 第 7 列 的 元 素 ( 也 
简称 为 元 ). 


an QI2 * ax 


“| 表示 的 是 按 行列 式 的 


注 2.1 D 第 1 章 中 的 行列 式 D=|” “ 
Ga az "am 
运算 规则 所 得 到 的 一 个 数 ,而 mX n ERER m X n 个 数 排 成 的 数 表 . 例如 ,公司 的 统计 
报表 :学 生成 绩 登记 表 等 ,都 可 写 出 相应 的 矩阵 . 

(2) 元 素 全 是 实数 的 矩阵 称 为 实 矩 阵 ,元 素 全 是 复数 的 矩阵 称 为 复 矩 阵 . 在 本 书 
中 ,如 没有 特殊 说 明 ,通常 都 指 的 是 实 矩阵 . 
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2.1.2 特殊 矩阵 
(1) 若 两 个 矩阵 的 行 数 和 列 数 分 别 相等 , 则 称 它们 是 同型 矩阵 . 例如 ， 


A as-[2 1 Y 
“koa ode e pos 


(2) WLA=(a;), B= (binx 35 
aj = bj, i= 1,2," m3j = 1,2,---,n, 
则 称 矩 阵 4 与 B 相等 , 记 为 A=B. 
an az * Amn 


21 Q ° An 


(3) 4 m=n 时 ,xn 矩阵 4 一 | = (a; nxn RRA n 阶 方 阵 . 


Am dn ` a,j 


(4) 34 m=1 hf}, 1Xn RFA = (a ,az, av) 称 为 行 矩 阵 , 或 称 为 ” 维 行 向 量 . 


(8) M n=1 时 ,mmX1 矩阵 B= | ”| 称 为 列 矩阵 ,或 称 为 m 维 列 向 量 ,也 可 表示 


bm 
H Cbi ,bz b, )T. 
0 0 = 0 


(6) mxa O — O = On m Xn BERE EN OnO. 


0 0 0 

注 2.2 不 同型 的 堆 矩 阵 是 不 相等 的 . 

1 0 ... 0 

0 1 ... 0 
Danie, + — `; EA n 阶 单位 算 阵 , 记 为 E, RE. 

0 0 = 1 

] 
(8) mn 阶 方 阵 A 一 | 和 |=diagQu ha A DEKA n AERE. 
Àn. 


2.1.3 ERITA 
1. 线性 方程 组 的 矩阵 表示 
线性 方程 组 
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[ anzi anza + Hamta = bu, 
| aazlZ1 Hanz + * + axz, = bz, @. 1 
lam Ti F amt 十 … 十 amzn = bm s 
若 记 
fan an … ax [x b 
£= än an * am Spe Xz Pr b; ， 
la. a, ° a, [= bm) 
则 式 (2. 1) 可 表示 为 
Ax = b. (2.2) 


(2. 1) 和 (2. 2) 表 示 同 一 个 线性 方程 组 ,将 (2. 2) 称 为 方程 组 (2. 1) 的 矩阵 形式 . 显然 ， 
方程 组 (2. 1) 与 (2. 2) 的 增 广 矩阵 


a agr am :bl 

A= abm | m U mibe 

a, z Qa Ba 
是 一 一 对 应 的 . 
2. 运输 问题 


在 物资 调运 中 ,经 常 要 考虑 如 何 供应 销售 地 ,使 物资 的 总 运费 最 低 . 例如 , 某 地 区 
的 煤 有 三 个 生产 地 zi ,zx ,zx3,4 个 销售 地 %m ,y, ,yy ，, 则 可 以 用 一 个 数 表 来 表示 煤 
的 调运 方案 , 即 


销售 地 生产 地 = X =; 
tal au a as 
四 | z: Pa Fa 
x as as aa 


其 中 数 ai (i 二 1,2,3,4;j 二 1,2,3) 表 示 由 生产 地 z, 到 销售 地 y, 的 数量 ,这 些 数 
字 排 成 如 下 一 个 4 行 3 列 的 数 表 : 
an ax as 


aqa ax as 


G, Qa Gas 


lan an aus 
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它 表 示 了 煤 的 调运 方案 . 

类 似 的 不 同 问题 都 可 以 抽象 成 一 些 数 表 , 即 矩 阵 的 形式 . 

2.2 和 抑 阵 的 运算 

矩阵 的 意义 不 仅 在 于 可 以 将 具体 的 问题 抽象 成 一 些 数 表 的 形式 ,而 且 在 于 它 定 
义 了 一 些 理论 意义 和 实际 意义 的 运算 ,从 而 使 它 成 为 进行 理论 研究 和 解决 实际 问题 
的 重要 工具 . 
2.2.1 和 矩阵 的 加 法 

1. 和 矩阵 加 法 的 定义 

定义 2.2 iWA=(a;),x, B= (b; )nxn WJ A 5 B 的 加 法 定义 为 


antbn artbz * am+bn 
A+B= en tbn ax Fön os aat bn Í 
lam +bm am Hom * am + bm 
注 2.3 只 有 当 两 个 矩阵 是 同型 矩阵 时 ,才能 进行 加 法 运算 . 
2. 运算 规律 
设 A,B,C 及 O #J m X n 和 矩阵 ,根据 矩阵 相等 的 定义 ,矩阵 的 加 法 满足 下 列 运 
算 规律 : 
(1) A+B=B+A; 
(2) (A+B)+C=A+(B+O); 
(3) 4 十 O 一 4. 
3. EE 


PA= (laj )wxw 记 一 4 一 (一 oj nxn A 称 为 矩阵 A 的 负 和 矩阵 . 显然 ,4 十 (一 4) 一 
O. 由 此 可 定义 同型 矩阵 4 与 如 的 差 ( 或 称 矩阵 的 减法 ) 为 
A—B= A+(—B). 
2.2.2 数 乘 
1. 数 乘 的 定义 
定义 2.3 WAER, A= (ai )mxs 是 mXn 和 矩阵 , 则 2 与 4 的 数 乘 定义 为 
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Mn Qar xar] 

Mr han Ajay, 
M= ñ 

Mm Mm Mm 


2. 运算 规律 


HAs ERGA, B Æ m Xn ER, MA 

D AWASA uA; 

(2) AHWDA=MA +A; 

(3) A(A+B) =M +B. 

和 矩阵 的 加 法 和 数 乘 运算 统称 为 矩阵 的 线性 运算 . 


例 2.1 设 
E =27 4] 8. R 11 
A=|3 5 0|， B=|-6 7 —2|, 
| 0 4 1 


RERE X, 使 之 满足 矩阵 方程 24 十 X 一 如 
解 由 24 十 X=B 得 


3 2 t: et 4 pd 6 
X=B—2A 6 7 一 2| 一 2| 3 5 0 - Uz =8 
4 


2.2.3 ”和 矩阵 的 乘法 
乘法 运算 比较 复杂 ,首先 看 一 个 例子 . 
设 变 量 二 ,ee 到 变量 zi ,zz ,zs 的 线性 变换 为 
f = bnt + brtz» 
\Tz = bati + bzztz， 
[zs = bati +bztz» 


变量 z ,zz ,zs 到 变量 y ,y 的 线性 变换 为 


k = anzi Hant: Hant, 


Yı = axzi 十 azzzz Hants, 
则 变量 ,ts 到 变量 y, , y, 的 线性 变换 应 为 
{% = (anbu 十 atzba + auba)ü + lanbi + anb 十 aisbaz)tz， 
Ú = (anbn + axzbx += assba )t + (aabi + azbx +anbz)tz. 
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定义 矩阵 


š bi biz 
a 
B a | 和 De 
an az an 

n baz 


的 乘积 为 


bu br] 
e au ts] Sri afa + arba + anba aiba dibad anhi 
2 | Lanbn Hanba Hanba anb tab +anbzd 

2 


Azn Az qas 
3 Ox 


按 以 上 方式 定义 的 乘法 具有 实际 意义 . 由 此 推广 得 到 矩阵 乘法 的 一 般 定义 如 下 : 

1. 给 阵 乘 法 的 定义 

定义 2.4 Ü A=(a;), B= (bj ) n ,规定 矩阵 4 EREB 的 乘积 是 m Xn 和 矩 
RECS (cy )wxw, 其 中 


cy = anby Hagby + +Hasby = DJa,by, i= 1,2,-,mij 一 12 
= 


记 作 C=AB, BI C 09% i 行 第 7 列 上 的 元 素 ci 就 是 4 的 第 i 行 与 B 的 第 j 列 的 对 应 
元 素 的 乘积 之 和 . 
对 于 矩阵 的 乘法 ,应 注意 以 下 几 点 : 
D 只 有 当 第 一 个 矩阵 的 列 数 等 于 第 二 个 矩阵 的 行 数 时 ,两 个 矩阵 才能 相 乘 ; 
(2) AB 的 行 数 等 于 4 的 行 数 ,4B 的 列 数 等 于 B 的 列 数 ; 
(3) 4 与 B 的 先后 次 序 一 般 不 能 交换 ; 


by] 
(4) SIR an sansan) |" |= 六 aabs = c, 是 一 个 数 
ve 
maa wazh . =Ü 3 aaa 
4 


$ HH TA E 3X2 EBE,B E: 2X4 EREA 的 列 数 等 于 B 的 行 数 , 所 以 A 与 B 
可 以 相 乘 ,其 乘积 C 一 4B 是 一 个 3X4 EE. 根据 公式 有 


=T 11 2 6 
1 3 41 2 

AB= 0 3 = | = 6-3. 01. 
0 2 Y 0 

1 4 一 5 5 2 


注 2.4 这 里 BA 没有 意义 . 
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例 2.3 设 4=[ :] B= [* 3] c-[} T] ac msc. 


" aci sb -Le sl 


2 1o oJ fl 1 
sc=[, sb FG t 
从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,有 如 下 结论 : 
OQ) F Amx ,Bsxn, 则 AmxsB;x, 有 意义 ,而 当 m 关 n 时 ,B,x,A wx; 无 意义 ; 
(2) # Amzn B, MJ A... B... R m 阶 方 阵 ,而 BuxmAmxn 是 n 阶 方 阵 ; 
(3) 一 般 地 4B 天 BA4( 即 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 ); 
(4) AB=AC H A#0,%— ZH B=C. 
这 些 都 是 矩阵 乘法 与 数 的 乘法 的 不 同 之 处 ,希望 同学 们 在 学 习 中 要 注意 . 下 面 的 
性 质 显 然 成 立 . 


2. 运算 规律 

假设 所 涉及 的 运算 都 是 可 行 的 . 

(1) (AB)C=A(BC); 

(2) A(AB)=QA)B=AQB); 

(3) A(B+C)=AB+AC,(B+C)A=BA+CA; 
(4) EnAnxn =AnxnEn =Anxn; 

(S) A0=0,04=0. 


由 (4) 可 见 ,单位 矩阵 在 矩阵 乘法 中 的 作用 类 似 于 数 的 乘法 中 的 1. 
fà 


Gg ” .| 称 为 纯 量 矩阵 . 由 ACE) —2A —AGQE) R 5 AEE BE: 


和 
AE 与 矩阵 4 的 乘积 等 于 数 4 与 4 HRE HELK A Xn MIRER ACE, ) =,= 
A, (ME,), 这 表明 纯 量 矩阵 XE 与 任何 同 阶 方 阵 的 乘法 都 是 可 交换 的 . 


2.2.4 HERE 
1. 2 65 38 65 £ xL 


定义 2.5 设 和 4 是 n 阶 方 阵 ,k 是正 整数 , 则 A 的 & KEREK 
At 一 44…4， 
EJ k MA HR. 
特别 地 规定 : 当 4 天 O 时 ,4" 一 已 
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2. 运算 规律 


BA ERRE, kol 是 正 整数 ,矩阵 的 短 运 算 满足 以 下 规律 : 
Q) AA! =A; 


(2) (AV =A", 
H PEREKRE ERRELE, A n 阶 方 阵 4 与 B, 一 般 来 说 ， 
(AB)' AB! , RA 4 A 5 B 可 交换 时 才 有 (4B)* 二 4:B*. WIE, X} F (A+B)? =A? + 


2AB+B°,(A—B) (A+ B) =A° —B° 也 只 有 在 4 与 B 可 交换 时 才 成 立 . 但 是 ,因为 
AE 一 EA, 从 而 有 


(A+E)’*=A’+2A+E, (A—E)(A+E) = À —E. 


1 0 1 
例 2.4 设 A=10 3 0|, 求 4:(k==2,3,…) 
0 0 1 
P202 LL Or 4471170722 
解 “ml s ollo s o-i 3 ， 
o o 1lloo0o1) lo o 1 
1 0 2)/1 0 1 0 3 
43 一 424 一 |0 3 0 3 0|=|0 3 0 
o w DO y (0: 2. 4 
可 以 验证 
1 0 k 
A= 0 3 ° 
to 0 1 
显然 ,一 个 对 角 和 抢 阵 的 次 寡 仍 是 对 角 和 矩阵 , 即 
ài | fat 
> a 
Aa Ai 
2.2.5 ERDRE 
1. EHEZ 
an az wes Ain an az Ami 
定义 26 设 4=| t T lagara e i ael, 
Ami Am2 Am Ain An am 
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则 称 47 是 A 的 转 置 矩阵 . 

2. 运算 规律 

和 矩阵 的 转 置 也 是 一 种 运算 ,满足 以 下 运算 规律 (假设 运算 都 是 可 行 的 ) : 

(1) (4T)T 一 45 

(2) (4 十 B)T 一 AT 十 BT; 

(3) (14)T 一 MT; 

(4) (4B)T 一 BT47. 

定义 2.7 车 n 阶 方 阵 4 MEAT SAH aj 二 aj (i,j 二 1,2,…,n)), 则 称 A 为 对 
FRIERE. 

其 特点 如 下 : 它 的 元 素 关 于 主 对 角 线 对 称 , 对 应 相等 . 例如 ， 

n 2 y 


A= È 0 J 
1 3 5 
对 称 短 阵 有 如 下 性 质 ， 
(D 两 个 同 阶 对 称 和 矩阵 的 和 仍 是 对 称 和 矩阵 ， 
(2) 数 乘 对 称 矩阵 仍 是 对 称 矩 阵 . 
注 2.5 “两 个 对 称 矩 阵 的 乘积 不 一 定 是 对 称 矩 阵 . 例如 ， 
kl: = s= Ë 1] 
—1 0? 1 0 
都 是 对 称 矩阵 ,但 是 4B= | “不 是 对 称 短 阵 


例 2.5 设 x 一 (zzr，…zo)7 且 xTx 一 1, 忆 为 mn 阶 单位 矩阵 ,再 一 已 一 2xxT. 
证 明 :(1) H ERRER; (2) H° =E. 
证 明 (1) H'=(E—2xx")"=E"—2(xx")"=E—2xx"=H, 
BH EXPRE RE. 
(2) H =(E—2xx") =E—4xx" +4xx" xx" =E—4xx"+4x(x"x)x" =E. 
2.2.6 方 阵 的 行列 式 
1. 方 阵 的 行列 式 的 定义 


定义 2.8 设 4 为 ” 阶 方 阵 ,其 元 素 构成 的 ”有 阶 行列 式 ( 各 元 素 的 位 置 保持 不 
变 ) 称 为 方 阵 A 的 行列 式 , 记 为 |4| 或 det A. 

注 2.6 方 阵 和 方 阵 的 行列 式 是 两 个 不 同 的 概念 . n 阶 方 阵 是 n? 个 数 按 一 定 方 
式 排列 的 数 表 , 而 ” 阶 行列 式 则 是 这 些 数 按 一 定 的 运算 法 则 所 确定 的 一 个 数 . 
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2. 性 质 

设 A,B 为 n 阶 方 阵 ,4 为 数 ,为 正 整数 , 则 满足 下 列 性 质 : 
(1) 147|=|Al; 

(2) [M1=X"|Al; 

(3) |4B|=|BA|=|A1B|; 

(4) JA |=]A]*. 


特别 地 , 若 方 阵 A 的 行列 式 |4| 天 0, 则 称 4 为 非 奇异 矩阵 ; 若 14| 一 0, 则 称 A 为 
奇异 矩阵 . 

例 2.6 设 4,B 为 三 阶 方 阵 ,14| 一 一 2 H A’—ABA+2E=0,R|A—B]. 

解 ”利用 矩阵 乘法 的 分 配 律 ,由 A —ABA+2E=0 可 得 


A(A — B)A 一 一 2 五 . 


两 边 取 行列 式 得 
|lAJJA—B| A |=|—2E |. 
由 于 14| 王 一 2, 所 以 


14 一 BI= CPE] = 一 2 


an an * an) 


定义 2.9 gamas |I O T “|, 车 记 行列 式 |A| 的 各 个 元 素 w 的 代 


An dn * a, 


数 余子 式 和; 所 构成 的 矩阵 为 


An An Am) 
A Ax An Anz 
An An = Am 


则 称 A ° 为 4 的 伴随 矩阵 . 
由 矩阵 的 乘法 及 方 阵 的 行列 式 ,可 以 验证 下 面 的 式 子 成 立 : 
A'A=AA' =|A| E. 


2.3 E FE R 


前 面 已 经 定义 了 和 矩阵 的 加 法 、 数 乘 以 及 乘法 运算 ,那么 能 否 也 像 数 的 运算 那样 定 
义 矩 阵 的 除法 运算 呢 ? 在 初等 代数 中 , 解 一 元 一 次 方程 az 一 c(a 天 0) 时 ,存在 一 个 逆 
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数 a (E z=a c 为 方程 的 解 , 即 存在 一 个 逆 数 5, 使 得 ab—ba=1. 那么 在 解 矩 阵 
方程 4X 一 下 时 ,是 否 也 存在 一 个 矩阵 4 ,使 得 44 SA 4 一 已 呢 ? 这 就 是 本 节 要 
讨论 的 问题 , 逆 矩 阵 在 矩阵 理论 和 应 用 中 有 着 重要 的 作用 . 

2.3.1 逆 和 矩阵 的 概念 


定义 2.10 设 A 是 n 阶 方 阵 ,如 果 存 在 n 阶 方 阵 B, 使 得 
AB=BA=E, 

则 称 4 为 可 逆 矩 阵 ,简称 4 可 逆 , 并 把 B 称 为 4 的 逆 和 矩阵, 记 为 B=A 1. 

注 2.7 (1) 逆 矩 阵 是 对 方 阵 而 言 的 ;定义 2.10 中 4 与 B 的 地 位 对 称 , 即 当 B 
是 A 的 逆 矩 阵 时 ,4 也 是 B 的 逆 矩 阵 ; 

(2) ati ,这 是 与 数 的 区 别 ; 

(3) 对 于 单位 矩阵 巨 ,由 于 总 有 EE 二 EE 一 E, 因 此 ,E”'==E. 

由 定义 2. 10 可 以 看 出 ,不 是 所 有 的 方 阵 都 可 逆 , 那 么 当 它 满足 什么 条 件 时 , 才 可 
W 逆 矩 阵 是 否 唯 一 ”如 何 求 逆 矩阵 呢 ? 这 是 下 面 要 讨论 的 问题 . 
2.3.2 可 逆 矩 阵 的 条 件 


定理 2.1 若 nn 阶 方 阵 A 可 逆 , 则 A 的 逆 矩 阵 唯一 . 
证 明 Ü; B Ej C 都 是 4 的 逆 矩 阵 , 则 由 定义 2. 10 有 
AB = BA = E, AC =(CA = E, 


于 是 
B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C, 

所 以 A 的 道 矩阵 唯一 . 

定理 2.2 n NIEA 可 着 的 充分 必要 条 件 是 14| 天 0 HA = TA”. 

证 明 必要 性 .车 A 可 道 , 则 存在 A ,使 得 

AA = Sy = E. 
两 边 取 行 列 式 ,得 
1414- |=|A2A|=| E |= 1. 

因此 ,14i 关 0 且 A™! =: 


充分 性 . h F A'A=AA' 二 |41E, 并 且 已 知 |4| 取 0, 于 是 有 
l Ti 
alras )= (rai a = E, 
所 以 由 定义 2. 10 可 得 4 可 送 且 4 一 TAIA 
推论 2.1 设 4,B 为 同 阶 方 阵 , 若 4B 一 巨 (或 BASE), N] 了 3 一 人:. 
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H 


是 


证 明 由 AB=E 得 |4B| 二 |E|, 即 |A41 Bi 二 1, 则 |A1 关 0, 所 以 A 站! 存在, 
B = EB = (A 'A)B = A` (AB) = AE = A`. 

由 推论 2. 1 可 知 ,判别 B 是 否 是 A 的 逆 和 矩阵, 只 需 验证 4AB 一 已 或 B4 一 已 之 一 即 可 . 
2.3.3 ”可逆 矩阵 的 性 质 

G) 若 A 可 道 , 则 A ! 也 可 道 目 (4 ') 7! 一 A; 

(2) 35 A TÉR k2e0, WJ A PJ B GA) = A, 

(3) 若 4,B 为 同 阶 可 逆 矩 阵 , 则 AB 也 可 逆 且 (4B) 一 一 B-14-; 若 同 阶 方 阵 
Ai 4 Am 均 可 道 , 则 (Ai,Al，… An) T SAn AT AT 

(4) 若 4 可逆 , 则 AT 也 可 逆 且 (47) 一 一 (4-0)7T. 

(5) 若 n 阶 方 阵 A 可 道 , 则 4" 也 可 逆 , 并 且 


an = (4-0， = TA: [A |=14 |=. 


证 明 略 . 

注 2.8 D 如 果 把 求 一 个 方 阵 的 转 置 `. 逆 矩阵 、 伴 随和 矩阵 都 看 成 是 一 种 运算 , 则 
AD '=(A ')" 说 明 , 求 逆 与 求 转 置 是 可 交换 次 序 的; (4" ) 一 一 (4 ) 说 明 , 求 逆 
与 求 伴随 也 是 可 交换 次 序 的 . 

(D 当 A,B 都 可 逆 时 ,A 十 B RETA, t HA, (A+B) AT +B, 


例如 ,A=[ 2]:2=[ °, JB 可 过 ,而 4A+B=[ o Jemin. 


(3) # A TNŽ, Wh AB=O (或 B4 一 O) 可 推 得 B=00H H B=A" (AB) =A7'0= 
O); 由 4B 一 4C( 或 BC 二 CA) 可 推 得 B= 二 C, 即 此 时 消去 律 成 立 . 


2.3.4 REEERE 
由 定理 2. 2 TAN ALO, AT STAA AREE T AORT E RE 
TW PRA ERIE REE RIE. 
例 2.7 已 知 4 一 |”“ ], 试 确定 当 a,b,c,d MRAR KERE A T, 
RA 
s> a b 
解 由 于 |A| b 2 


一 ad 一 bc, 所 以 当 ad—bc#0 时 ,4 可逆. 此 时 ， 


An =d, An 一 一 c， An b, An =a, 
=b 
a 


amea [i C] rename 
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apus EY s = Cd >= u Sr 
ST aili ä ] 
由 此 可 知 , 对 于 二 阶 方 阵 4, 其 伴随 矩阵 4 有 如 下 特征 :将 A 的 主 对 角 线 上 的 元 
素 互 换 , 副 对 角 线 上 的 元 素 反 号 . 记 住 这 一 特点 可 以 很 快 写 出 二 阶 方 阵 的 逆 矩 阵 ， 
例 2.8 求 方 阵 
az = 
A= 2 2 1j 
U 4 3 
的 逆 和 矩阵 . 
解 “ 因 为 14| 一 2 天 0, 故 ACHETE. 
An =2, An 一 一 3， An 一 2， 
An =6, Az =— 6, An 一 2， 
An =— 4, 4a =5, Any =—2, 
所 以 


A 一 


2 6 —4 p2 6 —4 
—3 —6 :| acre =g 一 6 ;| 
2 2 一 2 I 2 2 — 

TAR, x Br E BERS By BE , AEDT ER UE BE dB BE , 因为 求 4* 的 计算 量 
K. 解决 这 一 问题 就 需要 寻求 另外 的 求 逆 矩 阵 的 方法 ,后 面 将 继续 介绍 . 但 容易 验证 
a) 


a 


其 中 aaz…an 天 0. 
2.3.5 逆 矩 阵 的 应 用 


下 面 通过 例题 来 看 逆 矩 阵 的 应 用 . 
例 2.9 RAE A WEA’ +2A—4E=0,R(A—E)™'. 
解 由 A 十 24 一 4E 二 O 得 
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A +2A — 3E = E, 
即 
(A—E)(A + 3E) = E, 
从 而 
(A—E)"' = A+3E. 
例 2. 10 ”利用 逆 矩 阵 求解 线性 方程 组 
Xx 二 2y 十 3z 二 1， 
rte 
3z 十 4y 十 3z< 一 1. 


1 2 8 = 1 
-| 2 中 < 中 »- hl. 
4 3 1 
则 方程 组 可 写成 如 下 矩阵 形式 : 


AX = b. 
AA |A|=20, A A FE, 4E X=A b, AT mf 2. 8 所 示 , 所 以 


人 


Z 一 一 1， y=1, z=0. 


cb 一 


故 方程 组 的 解 为 


2.4 分 块 矩阵 


在 处 理 较 高 阶 矩 阵 时 ,出 于 求 道 矩阵 或 其 他 需要 ,往往 需要 将 一 个 “大 矩阵 ”分 成 
若干 个 “小 矩阵 ”, 这 样 就 将 一 个 大 矩阵 的 运算 转化 成 若干 个 小 矩阵 的 运算 ,这 种 方法 
就 是 矩阵 的 分 块 , 它 不 仅 利用 矩阵 结构 的 特点 简化 计算 ,而 且 在 表述 问题 和 论证 一 般 
性 的 结论 中 起 到 十 分 重要 的 作用 . 

所 谓 矩 阵 分 块 法 就 是 用 若干 条 横 线 和 若干 条 竖 线 将 矩阵 分 割 成 几 个 小 矩阵 . 设 


A= |an az 


lan az i as au 


可 按 以 下 方式 分 块 ,每 块 均 为 小 矩阵 : 
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an a as a 
An -[ "j, A=: =| u "j, An = [an az], An = [as au], 
a: 


23 aa 


An A] 
An Az) 


注 2.9 在 分 块 时 ,一 定 要 保证 分 块 后 同行 上 的 子 块 有 相同 的 “ 行 数 ”, 同 列 上 的 
子 块 有 相同 的 “ 列 数 ”, 即 每 一 小 块 间 的 运算 都 是 有 意义 的 . 分 块 矩阵 的 运算 法 则 和 普 
通 和 矩阵 的 运算 法 则 类 似 . 


1. 分 块 和 矩阵 的 加 法 
设 同 型 矩阵 A,B 有 相同 的 分 块 方式 , 即 


eh 


| 


则 


2. 数 与 分 块 答 阵 相 乘 


A A. 
wa: eman 则 
aean A 
kAn ° kA 
ún f: : | 
“L Ps AK. 
3. 分 块 矩 阵 的 乘法 


HERE Amx，Bix。 有 如 下 分 块 形式 ,其 中 A 的 列 划 分 方式 与 B 的 行 划分 方式 相 
同 , 即 An ,Az，…,As 的 列 数 等 于 Bi ,Bs ,… ,Bs 的 行 数 : 


An A By Br 
A= |: :|，Bom=|: | 
a s A, a ° B, 
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其 中 
C; = DAsBs, i= l,2 sj = 1,2,° 7. 
= 
1000 moio 
„loroo o h 2o01 
例 2.11 设 A4=|] 2 1 o| P 0 4 1|#48. 
r N 1120 


1 
1 
解 对 4,B 施 加 如 下 分 块 : 
0 


1 07 
0 1 0 =à 
PE A aJ TE 0) 
1 2 of Ma E 
p E 21 


则 
1010 
B s 
aB = | u E ]- 1201 
AnBn B. Az + Bz 4 4 5. 3 
3: 971 
4. 转 置 
设 
An ° Al 
A= |: ; |， 
s1 ... | 
则 
AÑ As 
AT 一 | 
LAL A 
5. 分 块 对 角 阵 


设 和 4 为 n 阶 方 阵 ,车 和 4 的 分 块 矩 阵 只 有 在 主 对 角 线 上 有 非 零 子 块 ,其 余子 块 均 
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为 零 矩 阵 , 并 且 在 主 对 角 线 上 的 子 块 都 是 方 阵 , 即 
ja 
A; 
i= | a, dl 
L A, 
其 中 A ,A:，,…,A, 均 为 方 阵 , 则 称 A 为 分 块 对 角 和 矩阵 或 准 对 角 和 矩阵 . 
容易 验证 ,分 块 对 角 和 矩阵 A 的 行列 式 有 如 下 性 质 : 
|A|=|A IA eA l. 
由 此 性 质 可 知 , 若 14,| 天 0G=1,2,…,s), 则 14 天 0, 并 且 有 


AT 1 
us 
eee) 
A; 
5 0 0] 
例 2.12 设 4=|0 3 1| RAT 
0 2: L] 
r 0 0 
[5 0 0 
5 | 
解 4=|0 3 1|= =l ] 
ba | i 3 1| t0 A 
S Lo 全 < 


13 3 
所 以 
L: G; ë 
-1 — 5 
A | Y. =Y 
ED 2 85) 
对 矩阵 分 块 时 ,有 两 种 分 块 法 应 特别 重视 :矩阵 按 行 分 块 和 按 列 分 块 . 设 
[aa ae … am] 
gape man 
(a a ° asl] 


|z: 
Hal = (ansar an) G=1,2, m) MER A THA = É , 称 为 矩阵 按 行 分 


T 
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a; 
Bpa p= | | G51,2, n) W A=, Beeb) FEA ERRI R. 
Amj 
例 2.13 Ü m>n HA 对 于 任 一 ” 维 列 向 量 X 都 有 4X 一 0O, 证 明 4 一 O. 
证 明 记 


则 
A= AE 一 4A(El,5，…E) 
= (A£: ,4E:，…45,) = (0,0,---.,0) = O. 


2.5 矩阵 的 初等 变换 


和 矩阵 的 初等 变换 源 于 线性 方程 组 消 元 过 程 的 同 解 变换 ,是 与 矩阵 乘法 有 密切 关 
联 的 一 种 矩阵 运算 , 它 在 求 逆 矩 阵 和 和 矩阵 的 秩 ,以 及 解 线性 方程 组 中 起 着 重要 作用 . 

定义 2. 11 对 矩阵 4 施行 下 面 三 种 变换 称 为 矩阵 的 初等 行 变 换 : 

(1) 换行 变换 : 互 换 A ITOH rer); 

(2) 售 乘 变换 :以 数 &(k 取 0) 乘 以 4 的 某 一 行 中 的 每 一 个 元 素 ( 记 为 r; Xk); 

(3) 倍加 变换 :把 4 的 某 一 行 的 & 倍加 到 另 一 行 上 ( 记 为 x; 十 kx). 

若 将 定义 2. 11 中 的 “ 行 ” 换 成 “ 列 ”, 则 称 为 矩阵 的 初等 列 变换 (所 有 记号 是 把 “r” 
换 成 “c”). 

矩阵 的 初等 行 变换 和 初等 列 变换 统称 为 矩阵 的 初等 变换 . 


4 1 7 
例 2.14 | e ty ERARAS 
i F 


3 一 5 
列 的 2 倍加 到 第 4 行 . 
区 =Y saa a M 2 8 =) 
A=|3 0 6 ro emn fo o 6 10 
1 2 3 一 蛋 | 


I e 5 
C4 十 2c2 
— Ë 0 6 1|. 
i2 4 —1 15 


从 以 上 的 变换 过 程 来 看 ,这 三 种 初等 变换 都 可 逆 , 并 且 逆 变换 是 同一 类 型 的 初等 
变换 . 
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定义 2.12 车 矩 阵 4 经 有 限 次 初等 行 变 换 变 成 矩阵 召 , 则 称 4 55 B 行 等 价 , 记 
A ATB; HERE A 经 有 限 次 初等 列 变换 变 成 矩阵 B, 则 称 4 与 召 列 等 价 , 记 4 一 B， 
若 矩 阵 A 经 有 限 次 初等 变换 变 成 矩阵 马 , 则 称 4 与 B 等 价 , 记 4 一 也 . 
矩阵 的 等 价 关 系 具 有 下 列 性 质 : 
(1) 反 身 性 :4 一 4; 
(2) 对 称 性 : 若 4 一 B, 则 B—A; 
(3) 传递 性 : 若 A—B R. B—C,JIJ A—C. 
寻求 矩阵 A 的 等 价 和 矩阵 召 , 是 研究 线性 方程 组 的 解 和 讨论 矩阵 秩 的 有 力 工 具 和 
方法 ,其 过 程 就 是 利用 矩阵 的 初等 行 变换 将 矩阵 化 成 行 阶梯 形 和 矩阵 和 行 最 简 形 和 矩阵 . 
下 面 先 看 一 个 例子 . 
例 2.15 用 初等 行 变换 解 线性 方程 组 
[2zi 一 zz 一 zs 十 zi 一 2， 
jz 十 zz 一 2zs 十 zi 一 4， 
4xı 一 6zz + 2r; —2z, = 4, 
3zi + 6xz; — 9z; 十 7z = 9. 
D: =] 1 2 
1 1 2 1 4 
= 2 4 
6 -9 7 下 


解 A=(A,b)= (A 称 为 该 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵) 


ne n (YU =a Q] 4 
nx2 2 —1 -1 1 2|n-m|lo 2 —2 2 0 
2 -3 1 —1 ] 0 —5 5 —3 —6 
l3 6 — 7 9 b 3 — 4 -3 
xih 1 —2 1 Alne f 1 -21 4 
2 |o 1 —1 1 s 01 -—11 0 
0 -5 5 —3 —6 00 0 2 -6 
LO 3 et | 4 E 0 0 0 1 = 
nn 1 —2 1 4] 
nen I0 J = 1 0 
gy 20; .0 L =3 
b o o 2 一 6| 
1 1 —2 1 4 
— O 0 1 `” (B, 称 为 行 阶梯 形 短 阵 ) 
Ç 0 0 0 0 
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1 0: = O -t 
| 0 1 G| UB (Be 称 为 行 最 简 形 短 阵 ). 
0 0 0 0 0 
B, 对 应 的 线性 方程 组 为 
Zi 一 23 = 4, 
== 
X4 一 一 3 
JR z; =c, 
[= =c+4, 
|r: = c+3, 
上 
z 一 一 3， 
即 
] 41 1 4 
T c 3 | 1 3 
= “|+ =c| |+ ' 
Xa € 0 1 0 
= J pA o] l-3. 


显然 ,4 一 Bi 一 B:. 这 种 等 价 关系 反映 在 方程 组 上 则 是 它们 所 对 应 的 线性 方程 组 
是 同 解 的 ,这 样 就 简化 了 用 消 元 法 解 方 程 组 的 过 程 . 

行 阶梯 形 和 矩阵 B 的 特点 如 下 :如 果 把 每 个 非 零 行 的 第 一 个 不 为 零 的 元 素 称 为 主 
元 , 则 下 一 行 主 元 都 在 上 一 行 主 元 的 右边 ,同时 零 行 出 现在 矩阵 的 最 下 端 ; 行 最 简 形 
矩阵 B 除了 具有 B, 的 特点 外 , 主 元 都 为 “1”, 而 包含 主 元 列 的 其 他 元 素 全 为 “0”. 

利用 归纳 法 可 以 证 明 , 对 于 任何 一 个 矩阵 Amx， ,总 可 以 经 过 有 限 次 初等 行 变 换 
把 它 化 为 行 阶梯 形 和 矩阵 (注意 :一 个 矩阵 的 行 阶梯 形 矩 阵 不 唯一 ) 和 行 最 简 形 矩阵 ,这 
是 矩阵 的 一 种 很 重要 的 运算 . 由 例 2. 15 可 以 看 到 ,要 解 线性 方程 组 只 要 将 其 增 广 矩 
阵 化 为 行 最 简 形 矩阵 ,就 可 以 写 出 方程 组 的 解 ; 反 过 来 ,由 方程 组 的 解 也 可 以 写 出 行 
最 简 形 矩 阵 . 

对 行 最 简 形 矩阵 B, 再 施 以 初等 列 变换 ,可 以 变 成 一 种 形式 更 简单 的 矩阵 , 称 为 
标准 形 , 记 为 F, 即 


1 0 —1 0 4 awa 10000 
atate 
A h 1—1 o 3| a-la ii |0 1 0 0 9 po (Ë ° 
e a 00100 o of 
00 0 0 O 00000 


标准 形 和 矩阵 下 的 特点 如 下 :其 左上 角 是 一 个 单位 矩阵 ,其 余 元 素 全 部 为 0. 
因此 ,一 般 有 如 下 结论 : 
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定理 2.3 XÍ mXn 矩阵 4 ,总 能 经 若干 次 初等 变换 ( 行 变换 和 列 变换 ) 把 它 化 成 
如 下 标准 形 : 
E, O1 
Eoas 


O Olman 

此 标准 形 由 m,n,r 三 个 数 完全 确定 ,其 中 r RETE PERIT A. 

如 果 把 所 有 与 4 等 价 的 矩阵 构成 的 集合 称 为 一 个 等 价 类 , 则 标准 形 下 就 是 这 个 
等 价 类 中 形式 最 简单 的 矩阵 . 

由 定理 2. 3 及 等 价 关系 的 传递 性 可 得 如 下 推论 : 

推论 2.2 如果 矩阵 4 与 妃 有 相同 的 等 价 标准 形 , 则 A—B. 

推论 2.3 n BrrBEA 可 逆 , 则 4 一 已 . 

由 推论 2. 3 可 知 ,所 有 n 阶 可 北方 阵 都 是 相互 等 价 的 . 


ri. h =e DO: 2 
a e. g $ —Ü = 

例 2.16 MERAS] 0 2 aO 
3 3 3. 3` 4 


解 对 矩阵 4 施 以 初等 变换 ， 


nrn 1 —2 1 0 2 Azik | 2 
mn-3n |0 0 0 6 =| nen 3 2 2 a 


o 


0 9 6 3 070. 二 过 i 
mx 二 一 2 —1 0 2 z 1 0 1 4 4 
+ Oa —1| OE St 
ba 2 2 一 | ( 行 阶梯 形 矩阵 ) 03 2 2 -1 
0 0 0 3 -1 a 
lb o o 0 O J 3 397 0 0 
Š 3 16 
n=” |1 0 4 0 £ nx+ j Y Eq O g 
2 yi 2 1 
msn 1| wx3 lo 1 Z 0 -4| 
Zn 3 2 o -42 3 9 | ( 行 最 简 形 短 阵 ) 
00 0 3 -1 0001 -4 
l o o o 0 eaa e D 
+A 
es Tg e 
s++e fl 0 0 0 O) 
caeec4 01000 ($ 9) 
a-w, jo o 10 0 lo ox 
3 
3 lo o 0 O OJ 
azta 
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2.6 初等 矩阵 


2.6.1 初等 矩阵 的 概念 及 性 质 


定义 2.13 单位 矩阵 吾 只 经 过 一 次 初等 变换 得 到 的 抢 阵 称 为 初等 矩阵 . 
三 种 初等 变换 对 应 有 三 种 初等 矩阵 . 


1. 换行 变换 
对 换 单位 矩阵 的 两 行 或 两 列 , 得 初等 矩阵 


E— : $ = E(i,j). 


2. 45 3 RI 


以 数 k0 乘 以 单位 矩阵 的 某 一 行 或 某 一 列 , 得 初等 矩阵 


ri X k sk 
ci Xk 
Erm k = E(i(k)). 
N 
3. 倍加 变换 
以 数 & 乘 以 单位 矩阵 某 一 行 ( 或 某 一 列 ) 加 到 另 一 行 (或 列 ) 上 ,得 初等 矩阵 
] 
| ° dosa 
1 = E(i,j(k)). 


k 1 
例 2.17 对 4 阶 单位 矩阵 分 别 施行 下 列 初 等 变换 : 
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(1) 交换 EE 的 第 2 行 和 第 3 行 , 即 


1 0 0 O moo 
g= |o 1 o ojee o 0 1 0|_ pc, 
0010 0100 
lbo o 01 0 0 1 
(2) 用 3 乘 以 E 的 第 3 列 , 即 
1000 pooo 
E= ° z N à <, M 1 N 0 = EGG). 
001 loo 0o 1 
(3) 用 一 2 乘 以 E 的 第 4 行 加 到 第 2 行 上 , 即 
1000 moo 01 
Bs | 0| ntizi, |o A 
0010 001 0 
0 0 0 1 lb oo 1 


由 于 矩阵 的 三 种 初等 变换 都 可 逆 , 所 以 初等 矩阵 也 都 可 逆 ,并 且 逆 矩阵 仍 是 同类 
型 的 初等 矩阵 . 可 以 验证 
EGW = E(:(+)). #0, 


(EGi,j)) = Eli, j), 
(Elis jk) = EC(i,j(—k)), 
#EHLIEGC))| =k, |El, j(k))|=1, |EG, j) |=—1. 


2.6.2 初等 矩阵 的 作用 
用 m 阶 初等 矩阵 左 乘 思 Xz 矩阵 4 与 对 A 施行 一 次 初等 行 变换 之 间 有 何 联系 ? 


下 面 通过 例子 来 说 明 . 
设 
ja an an] 
Xaa ja az an| 
Ga daz an 
ka ae aaj 
则 
0 1 Ofan as as an ax az] 
EQ1,3)A = 0 1 0 o| [a a22 l- aa ax az =B.. 
1 0 0 Ola az as an ae as 
0 0 0 Ilan ae aa aa ae aa 
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上 式 表明 ,用 E(1,3) 左 乘 和 4 得 到 的 矩阵 B ,相当 于 对 A 施行 了 交换 第 1 行 和 第 3 行 
的 初等 行 变换 . 同样 地 ,还 有 


1 0 0 0[Ían ar an an az as] 

0 5 0 Ojja: 2 a: San 5az Sa 
E(2(5))A = a m. s s m S s Sg. 

0 0 1 0||a az as Ga G an 

L0 0 0 li |an ae aa Lan age daa 


这 表明 B, 是 对 A 施行 第 2 4138136 8 k=5 的 初等 行 变 换 而 得 到 的 矩阵. 
1 0 0 0 | [i az as] 


0 1 0 —2¿| la a a 
E(2,4(— 2))A= EN 
001 0 ] Ga ax dss 
0 0 1 |x: ae aa 
[ an az as 
an — 2an az —2ao an 一 2css 
= = B;. 
a3 a32 Q33 
aa ae a43 


这 表明 B, 是 对 4 施行 第 4 行 乘 以 常数 人 = 一 2 加 到 第 2 行 的 初等 变换 而 得 到 的 
JERE. 

类 似 地 ,可 以 验证 ,对 A 施行 一 次 初等 列 变换 ,只 要 分 别 用 三 种 三 阶 初 等 矩阵 右 
乘 以 矩阵 A 就 能 实现 . 因此 ,一 般 可 得 如 下 定理 : 

定理 2.4 设 A 为 mXn 和 矩阵 ,对 A 施行 一 次 初等 行 变 换 ,相当 于 在 A 的 左边 乘 
以 相应 的 m 阶 初等 矩阵 ;对 A 施行 一 次 初等 列 变换 ,相当 于 在 4 的 右边 乘 以 相应 的 
n 阶 初等 矩阵 , 即 


a) 4 一 有 一 BGA， A— B=AE(i,)); 


riXk c Xk 
(2) A——*B=E(i(k))A, A—*B=AE(i(k)); 
rithry 


ci 十 ko 


(3) 4 


B=E(i,j(k))A, A 


B=E(i,j(k))A. 
2.6.3 初等 矩阵 的 应 用 


定理 2.5 方 阵 4 可 北 的 充分 必要 条 件 是 存在 有 限 个 初等 矩阵 PP ,P,,…,P,， 
使 得 
A =P, PP.. 
证 明 充分 性 . 设 A= P.P, ---P,, AAEE RE , Br 143 RATT E ERY 
乘积 仍 可 逆 , 故 4 可 逆 . 
必要 性 . 设 n 阶 方 阵 A 可 逆 , 并 且 A 的 标准 形 矩 阵 为 严 , 由 于 了 ~4, 所 以 下 经 过 
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有 限 次 初等 变换 可 化 为 矩阵 4 , 即 存在 初等 矩阵 Pi ,P,,… P, ,使 得 
A = PP,*…P.FP, 4:P,. 
因为 4 可逆 ,P,P,,…,P 也 都 可 道 , 故 标准 形 矩 阵 正 可逆 . 假设 
E, 0 
an) 全 O). 
中 的 r<n,MWJ| F| =0,Tü3x F n F J8 B k. VA r=n,B)) 下 一 已 ,从 而 
A = P,P,---P,. 
定理 2. 5 说 明 ,可 逆 方 阵 的 标准 形 是 单位 矩阵 . 因此 ,有 如 下 推论 : 
推论 2.4 方 阵 4 可 道 的 充分 必要 条 件 是 A 一 E. 
推论 2.5 mXn EA 与 B 等 价 的 充分 必要 条 件 是 存在 m 阶 可 逆 和 矩阵 P X n 
价 可 逆 和 矩阵 Q ,使 得 PAQ=B. 
定理 2. 6 提供 了 一 个 求 可 逆 和 矩阵 的 方法 ,4 是 阶 可 逆 和 矩阵, 则 存在 有 限 个 初等 
矩阵 P,P ,…,P, ,使 得 


A = Pi Py-=-P,, 
于 是 
A` = P; e; Pi, 
从 而 
P, P; PUA = E, 
即 


PPPE PUE = A`, 
所 以 由 PrP: PP ASE AIP Pi? PP E=A ajig 
P;!--P;' PI (A, E) = (E,A™), 
Bp 
(A,E) ~ (E,A™). 

上 式 表明 ,只 要 对 (4,E) 作 初等 行 变换 ,使 (4,E) 左 边 的 4 变 成 已 , 则 在 同样 的 
初等 行 变换 下 ,右边 的 已 就 变 成 4 一 . 把 这 种 通过 和 矩阵 的 初等 行 变换 求 可 逆 矩 阵 的 方 
法 称 为 初等 行 变换 求 逆 法 . 


n 2 3 

例 2.18 用 初等 行 变换 法 求 4 一 |2 2 1 | 的 逆 矩 阵 4 一 . 
B43 

解 对 (4,E) 作 初等 行 变换 ,有 
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1 2 311 0 0] == 2 3:1 00 
we 2 1;0 1 o|- [o —2 —5i—2 1 o| 
4 310 


lo —2 —6:—3 0 1 


rX (— 1) 人 5 
0 1 2 3 2 |， 
0 0 1: 1 | 
所 以 
Ts ¿8 一 引 
= = 5 
A, == 23 A 
L1 1 —1 
Al ] 
A 
特别 地 , 设 4 一 T [PIERA AnA eA, 均 为 方 阵 ,并 且 A 
A, 
TŽ, 
far’ 
A = Az; 
i | A;' 


上 述 初等 行 变换 求 逆 和 矩阵 的 方法 ,还 可 以 用 于 求解 矩阵 方程 AX=B. h A '(A, 


B)=(E,A™' B), X} nX 2n 和 矩阵 (4,B) 施 行 初等 行 变换 ,当前 n 列 (4 的 位 置 ) 化 为 EE 
时 ,后 n 列 (B 的 位 置 ) 化 为 4 'B, 从 而 得 X=A-'B. 
例 2. 19 求解 矩阵 方程 4AX 一 B, 其 中 


1 2 3 5] 

a-h 2 1|, -f | 
L 4 31 4 3 

解 BFA =240, U A T% , iñi X=A B, 
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1 2 3:2 5]n-2n H 2 3:2 5 
H r3 — 3n H 
a= Ë 2 13 ' : -| et = 9 
4 314 0 —2 一 6 一 2 —12] 


nta T$ O00281 Y. =] ntin m 0 0 
pss: j A i i 


故 
3 2 
x= |z; = 
li 3 
2.7 JE RE BJ #& 
由 定理 2.3 已 经 知道 ,对 mX n SEMEA, EAE FK ER CHERI aE 
换 ) 把 它 变 成 标准 形 A~ [U O) =F REE mar 三 个 数 完全 确定 ,其 中 


7 就 是 行 阶梯 形 矩 阵 中 非 零 行 的 行 数 ,并 且 标 准 形 下 就 是 与 4 等 价 的 所 有 和 矩阵 中 形 
式 最 简单 的 矩阵 . 那么 在 正中 这 个 ~ 有 何 意义 , 它 是 否 能 够 反映 矩阵 A 的 某 种 属性 


呢 ? 这 就 是 本 节 要 讨论 的 问题 . 
2.7.1 和 矩阵 秩 的 概念 


定义 2.14 在 闫 Xz 矩阵 4 HAER k íT k Ikm, k <n) ,位 于 这 些 行列 交叉 


AEM k 个 元 素 按照 4 中 原来 的 顺序 排列 成 的 & 阶 行列 式 


a, a 


称 为 矩阵 4 Wk 阶 子 式 , 记 作 D. 


ija jk 


由 排列 组 合 知 ,mxX? 矩阵 4 的 阶 子 式 共有 Ch e Cs 个 ,并 且 kmin{m,n}. 


特别 地 , 当 A 是 n 阶 方 阵 时 ,hk<n, 并 且 A 的 最 高 阶 子 式 就 是 |41. 


定义 2.15 设 mXn 和 矩阵 A 中 有 一 个 -~ 阶 子 式 卫 ,天 0, 并 且 所 有 的 r 十 1 阶 子 式 
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(如 果 存 在 ) 全 为 零 , 则 称 D, 为 4 的 最 高 阶 非 零 子 式 , 数 r 称 为 4 的 秩 , 记 r=R(A). 
规定 零 和 矩阵 的 秩 等 于 零 , 即 RO) =0. 

由 秩 的 定义 和 行列 式 的 性 质 可 知 ， 

Q) 在 4 中 , 当 所 有 十 1 阶 子 式 全 为 0 时 ,所 有 高 于 7 十 1 阶 的 子 式 也 全 等 于 0， 
因此 ,把 7 阶 非 零 子 式 称 为 最 高 阶 非 零 子 式 ,而 A 的 秩 R(4) 就 是 4 中 不 等 于 0 的 子 
式 的 最 高 阶 数 . 

(2) # A E m Xn 和 矩阵 , 则 0 过 R(A) 和 min{m,n}. 

(3) 当 n 阶 方 阵 A 的 行列 式 |A| 隆 0, 则 RCA) 二 n, 此 时 称 4 为 满 秩 矩阵 ;反之 ， 
当 n 阶 方 阵 A4 的 秩 R(4) 二 n, 则 |4| 关 0; 否 则 , 称 A 为 降 秩 和 矩阵 . 

因此 ,n 阶 方 阵 A 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 尺 (4) =n, B 4 为 满 秩 和 矩阵， 

(4) 若 4 有 一 个 r 阶 子 式 不 为 零 , 则 RCA)22r;32 A 的 所 有 > 十 1 阶 的 子 式 全 为 
零 , 则 RCA)<. 


2.7.2 #EBEFEDO RE 


全 
例 2.20 求 矩 阵 4=|1 1 一 1 2| 的 秩 . 
4 
2 —1 1 $) | = 
解 在 4=|1 1 —1 2 中 , 易 知 二 阶 子 式 |] 1 | 3 去 0, 所 有 三 阶 
2 
子 式 
2 —1 1 2 —1 2 = 1 2 
1 1 —1|=o |i 1 2|=0, |1 -—1 2|=0, 
2 一 4 4 2 —4 0 | 4 0 


故 由 矩阵 秩 的 定义 ,得 R(A)=2. 
一 般 来 说 ,通过 试 算 一 个 矩阵 的 各 阶 子 式 的 方法 来 计算 矩阵 的 秩 是 很 不 方便 的 . 

但 是 对 于 行 阶梯 形 和 矩阵, 其 秩 是 很 容易 计算 的 . 例如 ,矩阵 

2 二 了 0 二 分 
0 3 1—2 5 
0 0 0 4 一 3 
w 0 0 0 0 
显然 ,B 的 非 零 行 有 三 行 , 即 易 知 B 的 所 有 4 阶 子 式 全 为 零 , 而 以 三 个 非 零 行 的 第 一 
2 = 了 党 
站 3 —2 
lo O Ei 


一 24 天 0, 由 秩 的 定义 ， 
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R(B)=3. 

由 此 可 见 , 对 于 行 阶 梯形 矩阵 , 它 的 秩 就 等 于 非 零 行 的 行 数 , 也 等 于 主 元 的 个 数 . 
因此 ,自然 就 想到 用 和 矩阵 的 初等 变换 化 矩阵 为 行 阶梯 形 矩 阵 , 但 两 个 等 价 矩 阵 的 秩 是 
否 相 等 呢 ? 

定理 2.6 若 A~B, 则 RCA)=R(B). 

证 明 M. 

根据 定理 2. 6 ,为 求 矩 阵 的 秩 , 只 要 把 矩阵 用 初等 行 变换 化 成 行 阶梯 形 和 矩阵 , 行 
阶梯 形 和 矩阵 中 非 零 行 的 行 数 和 主 元 的 个 数 即 为 该 矩阵 的 秩 . 

B “27 /0 0 
3 一 2 3 6 —1 
EE SI 的 秩 及 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 . 
hL. 6 4. 1. -4 
解 ”用 初等 行 变换 化 A 为 行 阶梯 形 和 矩阵 ， 


例 2.21 求 4= 


3 0 m 6 —4-1 4 

_ a —2 3 6 zil nn |o -4 3 1 -1 
A 2 0 1 5 Fa anin 0 一 12 9 £ =H 
1 6 —4 —1 4 —6 12 8 一 12 
1 6 —4 —1 4 1 6 —4 —-1 41 
n=3 |0 —4 3 1 —l|ln-n B saig ai g 
n= |0 0 0 4 —8 00 0 4 -8 | 
0 0 4 一 0 0 0 0 0 


因为 矩阵 B, 中 非 零 行 的 行 数 为 3, 所 以 R(A)=3. 
再 求 4 的 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 . 因为 R(A) 二 3, 所 以 A 的 最 高 阶 非 零 子 式 为 三 
Br. 而 A 的 三 阶 子 式 共 有 GG 二 40 个 ,要 从 40 个 子 式 中 找 出 一 个 非 零 子 式 还 是 比 
较 麻烦 的 . 但 考察 与 A 等 价 的 行 阶梯 形 矩 阵 B ,其 每 一 行 主 元 所 在 的 列 为 第 1,2,4 
1 $é =1 


IEIRA B,— O ，| , 易 知 R(B,) 一 3, 所 以 B 中 必 有 三 
0 0 


阶 非 零 子 式 . 而 B 中 三 阶 子 式 共有 4 个 ,显然 ,在 B, 中 找 一 个 三 阶 非 零 子 式 比 在 A 
中 找 一 个 三 阶 非 零 子 式 要 容易 得 多 . 而 B, 中 前 三 行 构成 的 子 式 

| 6 —1| 

0 —4 1 |=—16#0, 

[o 0 4 
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|3 2 5 3 2 5 
对 应 在 A 中 的 三 阶 子 式 为 | 3 一 2 6| 二 一 16 取 0, 因 此 ,|3 一 2 6| 是 4 的 一 个 
2 o 5 2 0 5 
最 高 阶 非 零 子 式 . 
Si 3 
例 2.22 wera A emia suma 
5797 A 


解 对 4 施行 初等 行 变换 化 为 行 阶梯 形 ， 


° 
a 
> 

E 
° 


5 一 人 一 0， 


因为 RC) 一 2, 故 | o 


人 


2.7.3 和 矩阵 秩 的 性 质 


由 秩 的 定义 以 及 矩阵 的 运算 规则 ,可 得 矩阵 的 秩 有 如 下 性 质 : 
设 4 Em X n 矩阵 ,4 的 秩 为 R(4), 并 假设 所 涉及 的 运算 都 是 可 进行 的 . 
A) 0<R(A)<min(m,n); 
(2) R(A)=R(AT),RGRA)=R(A)(k20); 
G) # A—B, WJ RCA)=R(B); 
(4) 若 矩 阵 Px ,Q,xs 均 可 逆 , 则 REPAQ)=R(A); 
(5) max{R(A),R(B)}<R(A,B)<R(A)+RB); 
(6) R(A+B)<R(A)+R(B). 
利用 这 些 性 质 可 以 做 一 些 证 明 题 . 
例 2.23 设 A 是 n 阶 方 阵 ,证 明 

R(A+E) + R(A — E) > n. 
证 明 ”因为 (4 十 E) 十 (E 一 4A) 二 E, 由 性 质 (6) 可 得 

R(A +E) + R(A— E) > R(2E) = n. 


再 由 性 质 (2) 知 
R(A+E) = R(E—A), 
所 以 
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R(A +E) 十 R(4 — E) > n. 
矩阵 的 秩 是 矩阵 本 身 所 固有 的 一 种 属性 ,反映 了 和 矩阵 所 代表 的 线性 变换 的 一 种 
不 变性 , 即 矩 阵 的 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 , 这 一 点 对 于 求解 线性 方程 组 的 解 很 有 
帮助 . 


习题 二 


1 1 17 1 2 
1. WERE A= [ 1 K ,B= |- 一 2 ET 
1 -1 1 

2. 计算 下 列 和 矩阵 的 乘积 : 


4 9 3 

ob 一 | er (2) [1， 
7 du 

o f= D; W (m 


3. 举例 说 明 下 列 命题 是 错误 的 : 
(1) 车 4 一 0, 则 4=O; 

(2) ¥ A’ =A, i] A=0 RASE; 
(3) # AX=AY R A#0, 1] X=Y. 


4. 设 A= 人 i) RAZA At. 


5. 1 A,B 都 是 ” 阶 对 称 和 矩阵 ,证 明 AB 是 对 称 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4B 一 BA4. 


3 4 0 
4 — 0 0 
6. 设 A= JRA RIA). 
0 0 20 
0 2 


7. AURE RERE FITA R FAE PF09398 BE ; 


3 —2 0 一 ! |: 
Cae + 3 | <“ 
了 g iy 中 (2) | 加 :alaz…ay 天 0. 
a 

8. 解 下 列 和 矩阵 方程 


o (N )<(2 9-0 1!) 


1 100 Nn — 37 
of 0 oh 0 |-|: o a| 


b o d 10 Ë — o 


(1) 
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9. 利用 逆 和 矩阵 解 线性 方程 组 1 2z 十 2y 十 5z 一 2， 
3z 十 5y 十 z 一 3. 

10. 设 妈 =O( 其 中 为 正 整数 ) ,证 明 
(下 一 人) 一 = E+A+A +A. 


J 


11, 设 和 4 为 三 阶 方 阵 ,14| 一 去 , 求 1(24) 5A" |. 


1 5 1 
12. 设 A= Ë 2 |a mseme 


+: 96729 
1 0 0 

13. BAERE A 的 伴随 矩阵 4" = à š i 并 且 4B4 =BA`' +3E,R B. 
Lo 一 3 0 

gn Ó Ja a we. 


15. 设 方 阵 A 满 足 A? 一 A 一 2E 二 O, 证 明 A 和 4 十 2 已 都 可 道 ,并 求 A 1 SICA+2E) "1, 
16. 设 4,B 及 4 十 四 均 可 逆 , 证 明 4-: 十 B-: 也 可 道 ,并 求 其 逆 矩 阵 . 

17. (D 在 秩 是 r 的 矩阵 中 ,有 没有 等 于 0 的 r 一 1 阶 子 式 ? 有 没有 等 于 0 的 ~ 阶 子 式 ? 
(2) 从 矩阵 4 中 划 去 一 行 得 到 矩阵 甩 , 问 A,B 的 秩 有 何 关系 ? 

18. 求 一 个 秩 是 4 的 方 阵 , 它 的 两 个 行 向 量 为 


(1，0，1，0，0 和 (1， 一 1，0，0，0). 
B 3 -1 -3 -y 

19. RER A= Ë -1 3 1 了 的 秩 ,并 求 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 . 
7 0 e: "ss! 


『 1 —2 3 

20. WEM A= 7 2k ~l , 间 当 上 为何 值 时 ,可 使 下 列 各 式 成 立 : 
&; 9. 39 

(1) R(A)=1; (2) R(A)=2; (3) R(A)=3. 

21. 设 4,B RE m Xn 矩阵, 证明 A 与 B 等 价 的 充分 必要 条 件 是 R(A) 二 R(B). 
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向 量 组 的 线性 相关 性 不 仅 有 重要 的 理论 价值 ,而 且 对 于 讨论 线性 方程 组 解 的 存 
在 性 及 解 的 结构 也 有 十 分 重要 的 作用 . 为 了 进一步 研究 线性 方程 组 解 的 问题 ,本 章 讨 
论 ” 维 向 量 组 的 线性 相关 性 及 向 量 组 的 秩 等 概念 . 


3.1 nn 维 向 量 的 概念 


3.1.1 n 维 向 量 


在 解析 几何 中 ,把 “ 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 ” 称 为 向 量 ,并 把 可 随意 平行 移动 的 有 
向 线段 作为 向 量 的 几何 形象 . 引 和 人 坐 标 系 后 ,又 定义 了 向 量 的 坐标 表示 式 (三 个 有 次 
序 的 数 ), 把 向 量 的 坐标 表示 式 中 数 的 个 数 称 为 维 数 . 由 此 得 出 n 维 向 量 的 定义 . 
定义 3.1 nn 个 有 次 序 的 数 a1,as，,…,a, 所 组 成 的 数组 称 为 n 维 向 量 ,这 个 数 
称 为 该 向 量 的 个 分 量 , 第 i 个 数 a, 称 为 第 i 个 分 量 . 
当 n<3 时 ,n 维 向 量 可 以 把 有 向 线段 作为 其 几何 形象 . 34 n>2>3 时 ,n 维 向 量 没有 
直观 的 几何 形象 了 ,只 是 沿用 它 的 一 些 术语 罢了 . 
分 县 全 为 实数 的 向 量 称 为 实 向 量 , 分 量 为 复数 的 向 量 称 为 复 向 量 . 在 本 书 中 除 特 
别 声明 外 ,一 般 只 讨论 实 向 量 . 
写成 一 行 的 向 量 称 为 行 向 量 , 也 就 是 行 矩阵 ;写成 一 列 的 向 量 称 为 列 向 量 , 也 就 
EIERE. 规定 行 向 量 与 列 向 量 都 按 矩 阵 的 运算 规则 进行 运算 . 记 n 维 列 向 量 为 
j) 
la: 


1 维 行 向 量 为 
a = (aj, a, s an). 


在 本 书 中 , 列 向 量 用 黑体 小 写字 母 a,b,a,B 等 表示 , 行 向 量 则 用 a,b a", p 等 表 
ZR. 所 讨论 的 向 量 没有 指明 是 行 向 量 还 是 列 向 量 时 ,都 当成 列 向 量 . 


3.1.2 向 量 组 
定义 3.2 若干 个 同 维 数 的 列 向 量 (或 行 向 量 ) 所 组 成 的 集合 称 为 向 量 组 . 
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例如 ,一 个 mXn 矩阵 


fau ae ax] 
A rS dz < ax | 
Ami De et Am J 
的 每 一 列 
四 
a; = k |: j= 2 
网 


组 成 的 向 量 组 @ ,az ,an 称 为 矩阵 4 的 列 向 量 组 ,而 由 矩阵 A 的 每 一 行 
B= lansas sam), i= 1,2,.,m 


组 成 的 向 量 组 B. Botto B, 称 为 矩阵 A 的 行 向 量 组 . 


根据 上 述 讨 论 , 矩 阵 A 记 为 
Bb 
4 一 (aaz…a) 或 A= x |. 
B. 


这 样 ,矩阵 A 就 与 其 列 向 量 组 或 行 向 量 组 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 . 

矩阵 的 列 向 量 组 和 行 向 量 组 都 是 只 含有 限 个 向 量 的 向 量 组 . 空间 直角 坐标 系 确 
定 的 空间 中 含有 无 限 多 个 三 维 列 向 量 的 向 量 组 . 
3.1.3 向 量 空间 

在 几何 中 ,空间 ?通常 作为 点 的 集合 , 即 作为 "空间 ”的 元 素 是 点 ,这 样 的 空间 称 
为 点 空间 . 把 三 维 向 量 的 全 体 所 组 成 的 集合 

R = {r = (rz,y,2)" | r,y,z E€ R) 

称 为 三 维 向 量 空间 . 在 点 空间 取 定 坐标 系 以 后 ,空间 的 点 P(z,y'z) 与 三 维 向 量 r= 
(zz)7 之 间 有 一 一 对 应 关系 ,因此 ,向 量 空间 可 以 类 比 为 取 定 坐 标 系 的 点 空间 . 

类 似 地 ,n 维 向 量 的 全 体 所 组 成 的 集合 

R" = (x = (T1725 7) | zz sss z, € R) 

PRAH n 维 向 量 空间 . 

n 维 向 量 有 着 广泛 的 实际 意义 . 例如 ,为 确定 飞机 的 状态 ,需要 6 个 参数 ,表示 飞 
机 重心 在 空间 的 位 置 需要 三 个 参数 ,还 有 三 个 参数 分 别 是 机 身 的 水 平 转角 0C0<0< 
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22) ,机 身 的 仰角 o| 一 至 gs 各) 以 及 机 要 (以 机 身 为 轴 ) 的 转角 pryn). d 
6 个 参数 组 成 6 维 向 量 . 
3.2 向 量 组 的 线性 组 合 


非 齐 次 线性 方程 组 
al Hart: +e +H ant, = b, 


axnzi Haza: 二 


(3.1) 
Qam TI 二 amTz + +a,,z, = bm. 
若 将 未 知 量 z, 的 系数 及 常数 项 写成 如 下 列 向 量 形式 ， 
ay] bı 
as). Ë 
e= |. j= b2 B=|.|, 
an b, 
则 线性 方程 组 的 向 量 形式 为 
fan a [aw b 
a = + sE 2 u A |Ë ` 
am lis lamm J lon | 
BI 
TIGI + TA +H °° + An = B. EA 
于 是 方程 组 (3. 2) 是 否 有 解 就 相当 于 是 否 存 在 一 组 数 zi =k sx = kz sts r = kn o fs 


式 (3.2) 成 立 , 即 
kia + koa + ° + ka, = B. 
也 就 是 说 ,常数 列 向 量 有 是 否 可 以 由 系数 列 向 量 we ,az ,…，,a, 线性 表示 . 如 果 可 以 ， 
则 方程 组 有 解 ;否则 ,方程 组 无 解 . 
若 将 方程 组 (3. 2) 的 第 i 个 方程 未 知 量 系数 及 常数 写成 行 向 量 形式 . 

a; = (ansas an b), i= 1,2,--,m, (3.3) 
则 方程 组 (3. 2) 中 是 否 有 多 余 的 方程 ,反映 到 向 量 组 (3. 3) 中 就 是 是 否 存在 向 量 可 以 
由 其 余 向 量 线性 表示 的 问题 . 为 此 ,引入 下 面 的 概念 . 


3.2.1 向 量 组 的 线性 组 合 、 线 性 表示 
定义 3.3 ”给 定向 量 组 4:@ ,as ,…，,c:, 对 于 任何 一 组 实数 ,k，,…,k, ,表达 式 
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kia +k + + ka, 


称 为 向 量 组 4 的 一 个 线性 组 合 ,&, ,ko，,…,k, 称 为 这 个 线性 组 合 的 系数 . 
定义 3.4 给 定向 量 组 4:@a ,az,…,a, 和 向 量 pB, 若 存在 一 组 数 ,ks，…,k,， 
使 得 
B= kiai + kG: tt ka, 


则 称 向 量 8 为 向 量 组 A 的 线性 组 合 ,又 称 向 量 及 能 由 向 量 组 4 线性 表示 (或 线性 
表 出 ). 

三 维 向 量 空间 中 任意 向 量 r 一 (zy,y,z)7 都 可 由 单位 坐标 向 量 i, j k 线性 表示 .nn 
维 向 量 空间 中 的 任意 向 量 r= (zi ,zz，…,zv) 都 是 单位 坐标 向 量 组 e ,e;,…,e, 的 线 
性 组 合 ,zi ,zz,…z 是 这 个 线性 组 合 的 系数 . 

例 3.1 零 向 量 是 任 一 向 量 组 4: al ,az,…,w, 的 线性 组 合 . 因为 0 一 0a 十 
0a: 十 … 十 0a,. 

例 3.2 向 量 组 4:a ,az ，…a, 中 的 任何 一 个 向 量 wi (1 和 >) 都 是 此 向 量 组 的 
线性 组 合 . 因为 四 一 0a 十 0@; 十 … 十 oj 十 … 十 0a,. 

由 线性 表示 的 概念 可 知 : 

(1) 有 能 由 向 量 组 a) a, a, 线性 表示 的 充分 必要 条 件 是 线性 方程 组 wz 十 
ozzz 十 … 十 az, 一 5 有 解 ; 

(2) 8 不 能 由 向 量 组 w ,wz ,…,a, 线性 表示 的 充分 必要 条 件 是 线性 方程 组 wz 十 
ozzz 十 … 十 cz, 一 有 无 解 . 

注意 :由 线性 方程 组 的 消 元 解法 可 知 , 当 wzi 二 aazz 十 … 二 az,= 有 的 最 简 形 式 
中 不 存在 矛盾 方程 时 , 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 ; 当 za, 十 zza 十 …za, 一 0 的 最 简 形 
式 中 变量 个 数 大 于 方程 个 数 , 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 。 


定理 3.1 设 向 量 
b | 全 
b. 
B=| p a 人 = ls 
k. (am 


则 向 量 及 能 由 向 量 组 ci ,az,…,a: 线性 表示 的 充分 必要 条 件 是 线性 方程 组 a z, + 
ozzz 十 … 十 az, 一 5 有 解 . 
例 3.3 判断 向 量 8 一 (3,5, 一 6)7 是 否 为 向 量 组 w =(1,0,1)1,a,=(1,1,1)1, 
0 一 (0, 一 1, 一 1) 7 的 线性 组 合 . 若是 , 写 出 表达 式 . 
解 设 
kia + kz@z + ksa; = B, (3.4) 
根据 消 元 法 来 求 方程 组 (3. OHE, TEXIER Ca ,as ,as , B) 2198472838 , 


第 3 章 向 量 组 的 线性 相关 性 “59。 


(1 1 0 3 D 0 3) 1. 8: US (t. 06 0 11 
Ë 1 —1 5|]|—|0 1 —1 5]|—+|0 1 0 1 一 I0 1 0 14 |, 
th q O. 0 1 = O 0 1 $ W0 0 1 A 


于 是 


k =—11, k =14, k =9, 
H pTI h a: ,az ,as 线性 表示 ,表示 式 为 
B=—- lla, + 14a: + 9as. 
已 经 知道 ,对 于 任 一 nn 维 向 量 组 a ,as，,… ,am, 当 它 的 组 合 系数 全 取 零 时 ,其 线性 组 合 
一 定 是 一 个 零 向 量 . 例如 ,给 定向 量 组 
a 一 (4,1, 一 1)， œ = (1,2,—1), @; 一 (2,4, 一 2)， 
取 组 合 系数 =k =k: =0, RRA 
kiq) 十 aas + ka@s = 0@ 十 0a: 十 0as = (0,0,0) = 0. 
关心 的 是 除了 组 合 系数 为 零 之 外 ,是 否 还 存在 不 全 为 零 的 组 合 系数 ,使 得 该 组 向 量 的 
线性 组 合 也 等 于 零 向 量 ? 对 于 上 述 w ,aa ,as ,答案 是 肯定 的 . 如 取 包 二 0,ks 二 2,k 二 
一 1, 则 有 


kia thkg + kias = Om 十 2as 一 os = (0,0,0) = 0 
成 立 ;但 对 于 向 量 组 
B. = 1,0,0), p = (1,1,0), B = (1,1,1)， 
不 难 验证 ,只 有 当 组 合 系数 全 为 零 时 , 它 的 线性 组 合 才 为 零 向 量 . 
这 些 就 是 3. 3 节 要 讨论 的 向 量 组 的 线性 相关 性 问题 . 
3.2.2 向 量 组 间 的 线性 表示 


定义 3.5 设 有 两 向 量 组 
4:aaz mo， 有 :有 ,P 及 ， 
若 向 量 组 吾 中 的 每 一 个 向 量 都 能 由 向 量 组 4 线性 表示 , 则 称 向 量 组 B 能 由 向 量 组 4 
线性 表示 . 若 向 量 组 A 与 向 量 组 B 能 相互 线性 表示 , 则 称 这 两 个 向 量 组 等 价 . 
按 定义 3. 5, 若 向 量 组 B 能 由 向 量 组 4 线性 表示 , 则 存在 
kyskyjsskjs j =1,2,,t, 


使 得 


B; = kjai t+ kat + kja, = (m0 Ga) | | |， 


所 以 
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[ku k o ku 
Ir CSS ws" fa 
(BD. 一 oo I 
ka ka o ke 


其 中 矩阵 Ko = (ky ) ou PRANA — R PERR W RRE RE. 

由 此 可 知 , 若 Coxn SAB in o MIERE C 的 列 向 量 组 能 由 矩阵 A 的 列 向 量 组 线性 
表示 ,B 为 这 一 表示 的 系数 矩阵 . 而 矩阵 C 的 行 向 量 组 能 由 B 的 行 向 量 组 线性 表示 ， 
A 为 这 一 表示 的 系数 矩阵 . 

BUERE A 经 初等 行 变换 变 成 矩阵 B, 则 B 的 每 个 行 向 量 都 是 4 的 行 向 量 组 的 线 
性 组 合 , 即 B 的 行 向 量 组 能 由 A 的 行 向 量 组 线性 表示 . 由 初等 变换 可 逆 知 ,矩阵 中 也 
可 经 初等 行 变换 变 为 4, 从 而 4 的 行 向 量 组 能 由 B 的 行 向 量 组 的 线性 表示 . 于 是 A 
的 行 向 量 组 与 B 的 行 向 量 组 等 价 . 

类 似 地 可 知 , 若 矩阵 4 经 初等 列 变换 变 成 矩阵 吾 , 则 A 的 列 向 量 组 与 B 的 列 向 
量 组 等 价 . 


3.3 向 量 组 的 线性 相关 性 


3.3.1 线性 相关 性 的 概念 


已 经 知道 ,向 量 组 w ,as 共 线 的 充 要 条 件 是 w ,as 的 分 量 对 应 成 比例 , 即 w 十 
如 ?一 0; 向 量 组 a ,az ,as 共 面 的 充 要 条 件 是 w 能 由 a; ,as 线性 表示 , 即 w 十 kaa 十 
ksa =0. 抽 去 几何 意义 ,观察 代数 上 的 共性 . 对 于 向 量 组 a) ,az ,…,a,, 有 可 能 存在 一 
组 不 全 为 零 的 所, 名，…A， 使 得 所 ai Tha, 十 … 十 ka 二 0 成 立 . 

定义 3.6 给 定向 量 组 A:@ ,a:，,…,a, ,如果 存在 不 全 为 零 的 数 名 ,ks，…,k,, 使 
得 

kim + kes + + ka. = 0 (3.5) 

则 称 向 量 组 A 线性 相关 ;否则 , 称 为 线性 无 关 . 

注 3.1 (1) MAM k =k =k, = 时 , 式 (3.5) 成 立 , 向 量 组 ol ,as ，…， 
a, 线性 无 关 ; 

(2) 包含 零 向 量 的 任何 向 量 组 都 是 线性 相关 的 ; 

O 当 向 量 组 只 含有 一 个 向 量 a Bf, 

@ 若 a 了 0, 则 @ 是 线性 无 关 的 ; 

© # a=0, 1) a 是 线性 相关 的 ; 

(4) 两 个 向 量 线性 相关 的 几何 意义 是 这 两 个 向 量 共 线 ,三 个 向 量 线性 相关 的 几 
何 意义 是 这 三 个 向 量 共 面 . 
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3.3.2 线性 相关 性 的 判定 


定理 3.2 HEHA w ,az ,…',a,(s 三 2) 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 向 量 组 中 至 
少 有 一 个 向 量 可 由 其 余 ;一 1 个 向 量 线性 表示 . 
证 明 必要 性 . 设 @ oo. a. 线性 相关 , 则 存在 s 个 不 全 为 零 的 数 &, ,As ，…， 


如, 合 得 a 十 ha 十 … 十 hig, 一 0 成 立 . 不 妨 设 如 关 0, 于 是 名 一 (一 名)as 十 …+ 


(E )e , 即 m 可 由 其 余 向 量 线性 表示 . 


充分 性 . 设 w ,az ，……w 中 至 少 有 一 个 向 量 可 由 其 余 ;一 1 个 向 量 线 性 表示 ,不 妨 
Ba =k kha, BIO Da 十 ko@i 十 … 十 hg, 二 0, 故 ,G2，,…,@, 线性 相关 . 

设 向 量 组 w ,wz,，…,a,, 由 该 向 量 组 构成 的 矩阵 A= Ca ,az,…，,w,), 则 向 量 组 
ayoz GQ, 线性 相关 ,就 是 齐 次 线性 方程 组 na Hara 十 … 十 zQ, 一 0( 即 4x=0) 
有 非 零 解 ;反之 , 齐 次 线性 方程 组 zia 十 ra 十 … 十 za 一 0 有 非 零 解 , 则 向 量 组 a), 
G," G, 线性 相关 . 

定理 3.3 向量 组 a ,as ,…,w, 线性 相关 的 充 要 条 件 是 以 向 量 组 a ,os ，……w， 
为 系数 矩阵 所 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 za 十 zzaz 十 … 十 za, 一 0 有 非 零 解 . 

由 克拉 默 法 则 及 定理 3. 3 可 得 如 下 推论 : 

推论 3.1 Qn 个 nn 维 列 向 量 组 @) ,az ,…,o 线性 无 关 ( 线 性 相关 ) 的 充 要 条 件 
是 矩阵 4 一 (ai ,2o，… ,an) 的 行列 式 不 等 于 (等 于 ) 零 ;@ 向 量 组 w ,az，…,a, 线性 无 
关 的 充 要 条 件 是 齐 次 线性 方程 组 za 十 zza 十 … 十 za, 一 0 仅 有 零 解 . 

例 3.4 试 证 ” 维 向 量 空间 中 单位 坐标 向 量 组 el ,ez ,……，e, 线性 无 关 . 

证 明 nn 维 单位 坐标 向 量 组 构成 的 矩阵 二 (ei ,es，,…,e,) 是 n 阶 单位 矩阵 . 由 
[E| =10 知 R(E) 二 n, 即 RCE) 等 于 向 量 组 中 向 量 的 个 数 , 故 由 定理 3.3 知 ,此 向 量 
组 线性 无 关 . 

例 3.5 判断 下 列 向 量 组 是 否 线性 相关 : 
1 一 31 [3 
0 2j m= | 5l. 
一 1 o) (2 
解 IERE Ca ,@ ,as ) 施 以 初等 行 变换 变 成 行 阶梯 形 和 矩阵 ， 

1 2 3) [1 — 3 1 —2 3 

0 2 -| 2 —5 -| 2 过 
—ı 0 2J lo —2 5 0 0 0 
根据 求解 线性 方程 组 的 消 元 解法 可 知 ,该 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 . 因此 ,向 量 组 
ol ,oz ,0s 线性 相关 . 


a . G 


(a ,az ,03 ) = 
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例 3.6 CARH a ,az ,as 线性 无 关 , 房 王 a +a: p =a; +a; B =a 十 on， 
试 证 向 量 组 PB pop 线性 无 关 . 
证 明 设 有 zi,zz,zs, 使 得 
= P. + rp + xp, = 0, 
即 
Xi(@ +a) + r:a +a) +z: +a) = 0, 
也 即 
(zl 十 za)0i 十 (zl + z;)@; 十 (zz + zs)as = 0. 


因 a ,az ,as 线性 无 关 , 故 有 


j: +z = 0, 
x + xz; = 0, 
四 + r, = 0. 
由 于 此 方程 组 的 系数 行列 式 
L l 
1 1 0=2=0, 
0 1 l 
故此 方程 组 只 有 零 解 zx = z; =r, =0. MRH p Bp 线性 无 关 . 
fiz) 一 1 { 一 1 
例 3.7 | 1| ,az 一 | t S 线性 相关 . 
=f =: t 
解 A= ,as,as), 要 使 向 量 组 w ,az ,as 线性 相关 ,由 推论 3.1 知 ,14| 二 0, 即 
£ —1 l| 
14|=|-1 ¿£ -—l|=G-2G+12 =o, 
= 1 t 


从 而 得 当 二 一 1 或 二 2 时, 向量 组 a) ,as ,os 线性 相关 . 
3.3.3 ”向量 组 线性 相关 性 的 有 关 理论 
定理 3.4 ”线性 相关 的 向 量 组 减少 分 量 的 个 数 仍 线性 相关 ; 线性 无 关 的 向 量 组 


增加 分 量 的 个 数 仍 线性 无 关 . 
证 明 设 
fa; | a: | 
a; ip Beja , j= 1,2,--- m. 
ae; J | a 
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` (D ILA, a= (m G." An) Botna = (B. B... B.) rf gl ,aaa 
线性 无 关 , 则 ari 十 azzxz 十 … 十 amxm 一 0 仅 有 零 解 ;又 因为 方程 组 Bz 十 Bxz 十 … 十 
有 rn 一 0 的 前 -个 方程 即 为 ar 十 azzz 十 … 十 amzm 一 0, 从 而 Bn 十 Bz 十 … 十 Bm 二 0 
仅 有 零 解 . 因此 ,向 量 组 B ,PB,，…,p, 线性 无 关 . 

(2) 若 向 量 组 忆 ,B,,…,p 线性 相关 . 假设 a ,as ，…,@w 线性 无 关 , 由 (1) 知 ,向 
量 组 房 ,应 ,… 肥 .线性 无 关 , 与 已 知 矛 盾 , 故 向 量 组 w ,az ,…,aw 线性 相关 . 

定理 3.5 当 向 量 组 中 所 含 向 量 的 个 数 大 于 向 量 的 维 数 时 ,此 向 量 组 必 线 性 相关 . 

证 明 mm 个 Ea sasan 构成 矩阵 Auxw 一 (oaz，…an). 若 mn 一 mm， 
则 wz 十 aazz 十 … 十 anzn 二 0 中 方程 的 个 数 小 于 变量 的 个 数 , 从 而 方程 组 wz 十 
az 十 … 十 amzn 一 0 VAIER. hem An ERa aan 线性 相关 . 

定理 3.6 如 果 向 量 组 中 有 一 部 分 向 量 ( 部 分 组 ) 线 性 相关 , 则 整个 向 量 组 线性 
相关 ;线性 无 关 的 向 量 组 中 的 任何 一 部 分 组 皆 线 性 无 关 . 

证 明 记 4=(aaz，…an),B 一 (aa Gn an)， 

(1) 若 向 量 组 asaan 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 tisort En, 
azi 十 az 十 … 十 amzn 一 0 成立, 从 而 存在 不 全 为 零 的 mi ,zz，…zw M Eni 二 0, 使 
得 axi Harrr te Hant m tamti Emt =0 成立 .因此 a saz ,an sant REH. 

(2) PEME a sazit sam ,am+1 线 性 无 关 , 假 设 向 量 组 a ,as,…,aw 线性 相关 ， 
MIFE axi Harz: +i T antn = 0 有 非 零 解 ;从 而 wz Harz 十 … 十 amzm 十 
GATA =0 也 有 非 零 解 ;与 向 量 组 a sast ,a rami RELATIA. 所 以 向 量 组 w ， 
azs ran 线性 无 关 . 

定理 3.7 若 向 量 组 gw ,，…,av ,b 线 性 相关 ,而 向 量 组 wm ……aw 线性 无 关 , 则 向 
Eb Tha, an 线性 表示 ,并 且 表示 法 唯一 . 

证 明 记 4=(alaz，…an),B 一 (aa 和 ao,b), 则 有 RCOA)<RCB). 因为 4 
组 线性 无 关 , 故 有 RA) =m. 因为 B 组 线性 相关 , 故 有 R(B) 二 m 十 1. 因此 ,msRCB) 一 
7 十 1, 即 R(B)=m. 

H R(A)=R(B)=m 及 线性 方程 组 的 消 元 解法 知 

(al az， @m,)x = b 
有 唯一 解 , 即 向 量 5 能 由 向 量 组 a; ,…,@, 线性 表示 ,并 且 表 示 是 唯一 的 . 

例 3.8 设 向 量 组 a; ,as ,as 线性 相关 ,向 量 组 az ,as ,qs 线性 无 关 , 证 明 : 

(1) a, 能 由 az ,as 线性 表示 ; 

(2) a, 不 能 由 a ,qs ,as 线性 表示 . 

证 明 (1) 由 于 向 量 组 az ,as ,at 线性 无 关 , 则 它 的 部 分 组 ws ,as 线性 无 关 . 又 
a ,az | a; 线性 相关 ,根据 定理 3. 7 可 知 ,ai 能 由 az ,as 线性 表示 ,并 且 表 示 唯 一 . 

(2) 假设 a, 能 由 a1 ,az ,as 线性 表示 ,根据 (1) 知 ,a 能 由 az ,as 线性 表示 , 故 a 
可 由 a, ,a; 线性 表示 ,与 已 知 aa ,as ,as 线性 无 关 矛 盾 . 因此 ,a: 不 能 由 a ,az ,as 线性 
表示 . 
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3.4 向 量 组 的 秩 


由 于 向 量 组 A:a ,as,…，,a: 与 矩阵 4 一 (a ,az,…,o:) 具 有 对 应 关系 . 矩阵 有 
秩 , 称 4 的 最 高 阶 非 零 子 式 的 阶 数 为 矩阵 的 秩 . 以 下 讨论 向 量 组 的 秩 . 


3.4.1 极 大 线性 无 关 向 量 组 


定义 3.7 设 有 向 量 组 A:a ,az ，…,a,，* 若 在 向 量 组 4 中 有 7 个 向 量 xi ,az ，…， 
a, 构成 部 分 组 ,满足 

(1) 向 量 组 ho :aa ,az G, 线性 无 关 ; 

(2) 向 量 组 A 中 任意 十 1 个 向 量 ( 若 有 ?都 线性 相关 , 则 称 向 量 组 A, 是 向 量 组 
A 的 一 个 极 大 线性 无 关 向 量 组 (简称 为 极 大 无 关 组 ). 

含有 零 向 量 的 向 量 组 没有 极 大 无 关 组 ;向 量 组 的 极 大 无 关 组 可 能 不 只 一 个 ,但 它 
们 所 含 向 量 的 个 数 r 是 相同 的 . 因此 , 称 向 量 组 的 极 大 无 关 组 含 向 量 的 个 数 r 为 向 量 
组 4:a G. a, 的 秩 , 记 为 Ra ea) =r. 规定 :由 0 组 成 的 向 量 组 的 秩 为 零 . 

例如 ,二 维 向 量 组 am 一 人 ) ,a: 一 (2) ,a 一 (1) ,a 一 (2) ,因为 任何 三 个 二 维和 
量 的 向 量 组 必定 线性 相关 ,又 w ,as 线性 无 关 , 故 mw ,as 是 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 
组 . 易 知 ,ws ,as 也 是 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 . 

如 果 向 量 组 B:@j a; G; 是 向 量 组 4 :al ,az a, 的 线性 无 关 部 分 组 ,并 且 
向 量 组 4 中 的 每 一 个 向 量 都 可 由 B 中 的 向 量 线性 表示 , 则 依据 定义 3.7 知 ,B 是 A 
的 一 个 极 大 无 关 组 . 因此 ,有 如 下 定义 : 

定义 3.7” 如 果 向 量 组 B 是 向 量 组 A 的 线性 无 关 部 分 组 ,并 且 向 量 组 4 能 由 向 
量 组 如 线性 表示 , 则 向 量 组 如 是 向 量 组 4 的 一 个 极 大 无 关 组 . 

由 定义 3.7' 知 ,向 量 组 与 其 极 大 线性 无 关 组 可 相互 线性 表示 , 即 向 量 组 与 其 极 
大 线性 无 关 组 等 价 . 


3.4.2 矩阵 与 向 量 组 秩 的 关系 


定理 3.8 设 A4 为 mXn 和 矩阵 , 则 和 矩阵 4 的 秩 等 于 它 的 列 向 量 组 的 秩 , 也 等 于 它 
的 行 向 量 组 的 秩 . 

证 明 设 A=(@,@;，…,@n),R(A) 二 r, 并 设 r 阶 子 式 D, 取 0, 根 据 定理 3.4, 由 
D, 取 0 知 ,D, 所 在 的 列 线 性 无 关 . 又 由 A 中 所 有 7 十 1 阶 子 式 均 为 零 知 ,4 中 任意 
r 十 1 个 列 向 量 都 线性 相关 . 因此 ,D, 所 在 的 ~ 列 是 A 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 
所 以 列 向 量 组 的 秩 等 于 r. 

类 似 地 可 证 ,矩阵 4 的 行 向 量 组 的 秩 也 为 R(A4) 二 7. 

从 上 述 证 明 可 见 , 若 D, 是 矩阵 4 的 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 , 则 D, 所 在 的 -~ 列 是 A 
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的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ,D, 所 在 的 -~ 行 是 4 的 行 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 . 

以 向 量 组 中 各 向 量 为 列 向 量 组 成 矩阵 后 ,只 作 初等 行 变 换 将 该 矩阵 化 为 行 阶梯 
形 和 矩阵, 则 可 直接 写 出 所 求 向 量 组 的 极 大 无 关 组 . 同 理 , 也 可 以 向 量 组 中 各 向 量 为 行 
向 量 组 成 矩阵 ,通过 作 初 等 列 变换 来 求 所 求 向 量 组 的 极 大 无 关 组 . 

例 3.9 全 体 n 维 向 量 构成 的 向 量 组 记 作 R", R R 的 一 个 极 大 无 关 组 及 R" 
的 秩 . 
解 ”因为 单位 坐标 向 量 构成 的 向 量 组 el ,e ,…,e, 是 线性 无 关 , 又 知 R" 中 的 任 
Ent 个 向 量 都 线性 相关 ,因此 ,向 量 组 el ,ez,…,e, 是 R 的 一 个 极 大 无 关 组 ,并 且 
R REF n. 

2 1 =3 1 8 | 
: U! r E | 4 
4 6 2 —2 4 |, 求 矩阵 4 的 列 向 量 组 的 一 个 极 
$u 8. E, | 121 
大 无 关 组 ,并 把 不 属 极 大 无 关 组 的 列 向 量 用 极 大 无 关 组 线性 表示 . 
解 对 4 施行 初等 行 变换 化 为 行 阶 梯形 矩阵 ， 


例 3.10 BER A= 


11—21 4) /10-10 4 
| 
00 o 1—3| j o o 1—3 
00 0 0 00 0 0 


于 是 可 知 R(A) 二 3, 故 列 向 量 组 的 极 大 无 关 组 含 三 个 向 量 . 而 三 个 非 零 行 的 非 零 首 
元 在 1,2,4 三 列 , 故 w ,az,awt 为 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 . 由 A 的 行 最 简 形 矩 
阵 有 
G; 5—0 GQ, 
a; = 4a, + 3@; 一 304. 
例 3.11 求 向 量 组 
m 一 (1,2, 一 1,1)7， oz = (2,0,t,0)7, 
@ = (0, — 4,5, — 2)", @ 一 (3, 一 2,t 十 4, 一 1)7 

的 秩 和 一 个 极 大 无 关 组 . 

解 ” 向 量 的 分 量 中 含 参数 ,向 量 组 的 秩 和 极 大 无 关 组 与 + 的 取 值 有 关 . 对 下 列 
和 矩阵 作 初 等 行 变换 : 


1 2 0 3) (1 2 0 3 

《an ,az 0a G.) = J : - 一 : $ ë 
=: gu S Fš x tt? S- t+Y 

L OO Q. p —2 m 
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a2 0 3 
lba 1 2] 
lo o 3st a 
00 0 0 


显然 ,al,@ 线性 无 关 ， 
(1) # t=3, M] Ra az as,a) 一 2, 并 且 ara, 是 极 大 无 关 组 ; 
(2) # t#3, W] Ra a; a, a.) =3,3Ë R mw ,az ,as 是 极 大 无 关 组 . 
定理 3.9 若 向 量 组 中 能 由 向 量 组 4 线性 表示 , 则 RRA). 
证 明 ” 设 向 量 组 B 的 一 个 极 大 无 关 组 为 Bo:b,…,b,, 向 量 组 4 的 一 个 极 大 无 
KAH Ao :a ,aq 要 证 r<s. 
因为 Bo 组 能 由 B 组 线性 表示 ,B 组 能 由 A 组 线性 表示 ,4 组 能 由 4。 组 线性 表 
示 , 故 B, 组 能 由 A, 组 线性 表示 , 即 存在 系数 矩阵 K, = (ky ) ,使 得 
hy kir 
bis,b,) = (a, | H : 
l: ... ' 
如 果 7 之 s, 则 方程 组 
fe 
i |= 0( 简 记 为 Kx = 0) 
|=. 
有 非 零 解 (因为 RE) 生 s 一 ,从 而 方程 组 ( ,…,a,)Kx 二 0 有 非 零 解 , 即 (b, ，…,b,) 
x=0 有 非 零 解 ,这 与 B, 组 线性 无 关 矛盾 . 因此 ,~>* 不 能 成 立 ,所 以 rss 
推论 3.2 等 价 的 向 量 组 的 秩 相等 . 
推论 3.3 i&C,,, A, B... M) R(C)<min(R(A),R(B)). 
例 3.12 ÜA nXm ERE, B R: m X n MEE, 3: H. n<m. 车 AB=E, 试 证 
明 B 的 列 向 量 组 线性 无 关 . 
证 明 因为 


K, 


R(B) < miním,n) = n, 

根据 推论 3.3 知 RCAB)<R(B)., X R(AB)=R(E) =n, 4 R(B) =n, E) B 的 列 向 量 
组 线性 无 关 . 

3 1 — 4 

| 6 —4 

3 


例 3.13 已 知 (a ,az ) 一 ,证 明 向 量 组 (a; ,az) 


一 2 
-1 1 
(3 一 ] 9 —5 


与 (bi,b) 等 价 . 
证 明 ”要 证 存在 二 阶 方 阵 X,Y ,使 得 
(bisbs) = (qisa)X, (a,a,)) = (bi,b;)Y. 
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先 求 X. KM TRED EREI E, IHA ERE Ca saz, b ,bs) 施 行 初等 行 变 换 
变 为 最 简 形 矩阵 , 即 


(2 3 —5 4 f-1 1 —5 3 
0 2 6 4 0 2 6 4 
二 外 和 y Dua Yo 5 —1 10 
3 —1 9 —5) lo 2 —6 4 
—1 1 —5 3) [10 2 -1 
1 一 3 jo 1 一 3 z | 
一 o o ol loo o o | 
o 0 0 loo0o 0 0 


zai 
x= (人 ). 

AA X |=1Z0,J J X T. 2 Y= X BAAR. AE, E Ca a) Ch b) 

等 价 . 


习 题 


l. 已 知 wm 一 (1,2, 一 DT 一 (2,5,3)T,m 一 (1,3,4)7, 求 4@s 十 (3@ —20:)". 
2. 设 3(aw 一 @) 十 2(@ 十 g) 一 5(as 十 a) ,其 中 四 一 (2.5,1,3)7T,m 一 (10,1,5,10)7,as 一 (4,1、 
—1,1)1 ,3R a. 
3. BA a  =(1,0.1)7,a,=(1,l,1)!,a,=(0.—1.—1)1,p=(3.5,—6)1,3 B RRMA a, . 
m 的 线性 组 合 . 
4. 试问 向 量 有 能 否 由 其 余 向 量 线性 表示 ? 若 能 , 写 出 线性 表示 式 . 
m 一 (3, 一 3,2)7，m = (一 2,1,2)7， @ = (1,2—1), B= (4,5,6)". 


5. 已 知 向 量 组 B:p B: , 房 由 向 量 组 4:ai ,as ,as 的 线性 表示 式 为 


HI 


B =a —a: Tas, f, — a taa, B =a +a to, 
试 将 向 量 组 A 的 向 量 由 向 量 组 B 的 向 量 线性 表示 . 
6. 判断 向 量 组 
m = (1,2,0,DT, @ 一 (1,3,0, 一 DT，m 一 (一 ], 一 1,1.0)7 


是 否 线性 相关 . 
7. 证 明 :车 向 量 组 apy 线性 无 关 , 则 向 量 组 a 十 B,B+Y,Y+@ 也 线性 无 关 . 
8. 求 向 量 组 
m = (2,4,2)1, @ = (1,1,0)", a= (2,3,1)7, @: 一 (3,5,2)7 
的 一 个 极 大 无 关 组 ,并 把 其 余 向 量 用 该 极 大 无 关 组 线性 表示 . 
9. 设 向 量 组 B 能 由 向 量 组 4 线性 表示 ,并 且 它 们 的 秩 相 等 ,证 明 向 量 组 4 与 向 量 组 如 等 价 . 
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线性 方程 组 是 线性 代数 的 基本 内 容 之 一 , 它 在 工程 技术 的 许多 领域 以 及 数学 的 
其 他 分 支 都 有 广泛 的 应 用 . 本 章 利 用 和 矩阵 与 向 量 的 有 关 知识 ,就 一 般 线性 方程 组 的 三 
个 基本 问题 , 即 线性 方程 组 的 可 解 性 线性 方程 组 解 的 结构 线性 方程 组 的 求解 进行 
讨论 . 


4.1 齐 次 线性 方程 组 


齐 次 线性 方程 组 
[anzi Harr: 十 … 十 az 一 0， 
| axnzi Fazzt: + +axz, = 0, an 
(aa 十 az 十 … 十 amzn 一 0. 
若 记 
an an An) [zi (0 
lam Ga ° as z L 0 
WRA. 1) 可 写成 向 量 方程 
Ax = 0. (4.2) 


RU. 1) 也 可 写成 向 量 形 式 
IO 十 zzz 十 … + rz, = 0, (4.3) 


其 中 ara, "a, 为 A 的 列 向 量 组 . 
4.1.1 章 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 


齐 次 线性 方程 组 (4. 1) 总 是 有 解 的 ,如 z, —= z, =-= <=,=0 即 是 它 的 解 , 称 为 零 
解 .那么 。 它 满足 什么 条 件 时 才 有 非 零 解 . 为 此 需要 寻求 判别 齐 次 线性 方程 组 . 

定理 4.1 齐 次 线性 方程 组 (4. 1) 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 RCA)<n. 

证 明 充分 性 . AA RA) <n, WA 的 列 向 量 组 ai ,az ,…,oo 必 线 性 相关 . 因此 ， 
存在 一 组 不 全 为 零 的 数 ki skos skn IER. 3) 成 立 , 即 齐 次 线性 方程 组 (4. 1) 有 
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非 零 解 . 
必要 性 . 因为 式 (4.1) 有 非 零 解 , 则 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 & ,ks，…,k, ,使 得 
RA. 3) 成 立 , 于 是 a ,wz ,an 线性 相关 ,从 而 尽 (a a, ,a,)<n. 又 由 于 
R(A) = Ra ,a ,0a,), 


即 有 R(A)<n. 
推论 4.1 齐 次 线性 方程 组 (4. 1) 只 有 零 解 的 充 要 条 件 是 RA) =n. 


4.1.2 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 


定义 4.1 # =Ë s= ba En = En HHE A. D AIE, WER 
f&n) 
x=ģ = Ë 
lea 
为 方程 组 (4. 1) 的 解 向 量 , 它 就 是 向 量 方程 (4. 2) 的 解 . 

对 非 齐 次 线性 方程 组 也 有 类 似 的 定义 . 

根据 向 量 方程 (4. 2) 来 讨论 解 向 量 的 性 质 . 

性 质 4. 1 若 x= 和 ,x 二 6 为 方程 组 (4.2) 的 解 , 则 x=61 十 &。 也 是 方程 (4. 2) 
的 解 . 

证 明 因为 x 二 6 ,x 二 6; 为 方程 组 (4. 2) 的 解 , 则 AE 二 0,46; 二 0, 于 是 

Ali +E) = AG, +AE, = 0+0 = 0, 
BD £ 十 是 方程 (4. 2) 的 解 . 

性 质 4. 2 若 x 一 后 为 方程 (4. 2) 的 解 ,为 实数 , 则 x= 也 是 方程 (4. 2) 的 解 . 

证 明 4 (外 ) 一 上 (45 ) 一 上 。0 一 0. 

上 述 性 质 表明 , 齐 次 线性 方程 组 (4. 1) 的 解 向 量 的 线性 组 合 仍 是 解 向 量 ; 若 向 量 
方程 (4.2) 有 非 零 解 , 则 它 有 无 穷 多 解 . 问题 是 这 无 穷 多 个 非 零 解 之 间 是 什么 关系 ? 
能 否 用 有 限 个 非 零 解 表示 所 有 的 解 ? 为 此 ,引入 下 述 定义 : 

定义 4.2 若 齐 次 线性 方程 组 (4. 1) 的 一 组 解 向 量 8 ,6 ,…,&, 满 足 如 下 条 件 : 

A) 与 ,66 线性 无 关 ; 

(2) 方程 组 (4. 1) 的 任 一 解 向 量 都 可 由 6 ,6,，…,&, 线性 表示 ， 

则 称 ,6 ,…,&, 为 方程 组 (4. 1) 的 一 个 基础 解 系 . 

根据 定义 4. 2, 如 果 式 (4. 1) 只 有 零 解 向 量 , 则 式 (4.1) 不 存在 基础 解 系 ;如 果 
RA. 1) 有 非 零 解 向 量 , 则 式 (4. 1) 就 有 无 穷 多 解 向 量 . 如 果 把 这 无 穷 多 个 解 向 量 看 成 
一 个 向 量 组 ,那么 基础 解 系 就 是 这 个 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 向 量 组 . 于 是 只 要 找 出 式 
(4. 1) 的 基础 解 系 , 式 (4. 1) 的 全 部 解 向 量 就 能 由 基础 解 系 线性 表示 , 即 任 一 解 & 可 表 
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示 为 
E= kigi koča He Hkg, (4.4) 


其 中 心 ,名 ,为 任意 常数 . 称 式 (4. 4) 为 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 . 

下 面 讨论 基础 解 系 的 求法 . 

设 齐 次 线性 方程 组 (4. 1) 的 系数 矩阵 4 的 秩 为 r( 二 n) ,并 不 妨 设 A 的 前 7 个 列 
向 量 线性 无 关 , 对 A 施行 初等 行 变换 , 则 A 一 定 可 以 化 为 如 下 形式 : 


1 … 0 Db. ° bmn 


0 1 bm bm 
£ <> =B 
0 0 0 0 
0 0 0 0; 
与 B 对 应 的 方程 组 为 
ZI =— biri Ir 一 加 ,rszrtz 一 … — biT n s 
Tr =— brr Tr — bzr Ero — *** —bxz,> (4.5) 
=, =— bx 一 久 reZrH — ** —Bb,z=,. 


由 于 B 是 由 A 施 以 初等 行 变换 得 到 的 矩阵 ,可 以 证 明 4 与 B 的 行 向 量 组 等 价 . 于 是 ， 
方程 组 (4. 1) 与 方程 组 (4. 5) 有 相同 的 解 向 量 (初等 行 变 换 的 过 程 相当 于 对 方程 组 作 
消 元 法 运算 ). 

方程 组 (4. 5) 中 的 Listra, 称 为 自由 未 知 量 . 任 给 zaza sz, 一 
组 值 代入 方程 组 (4. 5) 中 ,就 能 唯一 确定 一 组 xi,zz，…zr 的 值 . 现在 分 别 取 


=a] [1 10 0 
Trz A 1 0 
| :|，… |: (4.6) 
A | oj ol ll 
代入 方程 组 (4. 5) 中 得 
= | [— bi. | — bn) 
= |_ |— bzr pe 一 如 
la =b EA 一 bj 


从 而 求 得 方程 组 (4. 5), 也 就 是 方程 组 (4. 1) 的 n— r 个 解 向 量 分 别 为 
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— brm — bin] — bx 
一 名 .Hi — brnz — bzn 
~ —b.me 二 一 加 
i == 1 本 A Se ó 
0 1 0 
° | ° 1 | 
下 面 证 明 61,6:，…,&, 是 方程 组 (4. 1) 的 解 向 量 组 的 一 个 基础 解 系 . 首先 ,由 于 
向 量 组 (4. 6) 线 性 无 关 , 而 向 量 组 与 ,6&。，,…,6-, 是 向 量 组 (4. 6) 中 每 个 向 量 都 添加 了 


r 个 分 量 得 到 的 . 由 定理 3. 3 知 ,6 ,6。，…,6,-, 也 线性 无 关 . 
其 次 ,能 够 证 明 方程 组 (4. 1) 的 任 一 解 向 量 
[x ) 
àz 


làn 
都 可 由 和 ,64，…,6-, 线 性 表示 . 事实 上 ,由 性 质 知 ,它们 的 线性 组 合 
N = Ab HAm t+ A 
也 是 方程 组 (4. 1) 的 解 向 量 . 比较 € 与 才 可 知 ,它们 的 后 nr 个 分 量 对 应 相等 ,而 它们 
又 满足 方程 组 (4. 5) ,因而 前 7 个 分 量 也 对 应 相等 , 即 E= n. 这 说 明 任 一 解 向 量 都 可 以 由 
与 ,名 -线性 表示 ,所 以 王 , 扣 ，… 和 5 就 是 方程 组 (4. 1) 的 一 个 基础 解 系 . 
例 4.1 用 消 元 法 求解 齐 次 方程 组 


[zi +z, = 0, e° 
z=+m=z+x =0 © an 
zi +z = 0, @ 
=, = 0. @ 
解 
Zl 十 za 一 0， [O] Zi 十 zs 一 0， ° 
-0+9 

preg- Ve ze zar =0, -0+0 jr-r ze = 0, © 
Ñ zx — zs = 0, © =n = 0, @ 
la = 0, @ z = 0, @ 
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=í +z, = 0, zı + zs = 0, 
oto, f zs +x, = 0, + Xs 十 Xz = 0, (4.8) 
—x 一 0 Zi = 0, 
从 而 得 到 还 有 自由 变量 的 线性 方程 组 
[m =—= = =j 
i |n = zy T2 1 | 
Ta = zs a x Ta ` (4.9) 
[i= L = = T3 1 | 
l = 0 zs 0 


当 zs 取 不 同 的 值 时 ,方程 组 (4.9) 得 到 不 同 的 解 , 称 =, 为 自由 变量 (简称 自 
变量 ). 

当 zs 取 非 零 值 时 ,方程 组 (4. 9) 有 非 零 解 . 称 式 (4. 9) 为 齐 次 线性 方程 组 (4. 7) 非 
零 解 的 一 般 形 式 , 也 称 为 一 般 解 . 此 时 , 称 方程 组 (4. 7) 与 方程 组 (4. 8) 为 同 解 方程 组 

上 述 解 题 过 程 实际 上 就 是 对 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 进行 初等 行 变换 ,化 成 
最 简 形 矩阵 , 即 


1010 /110 1 O 1206 0 0 
A| 10 ijan o 1 —1 ln nl 1 —1 1 
1100 01 -10 00 0 =i 
0001 00 0o 1 00 0 1 
ah 1, -i ol 
axen o 1 —1 1| 
o0 0 1 
00 0 O 
Tı z +5z; —z,=0, 
i 十 zo 一 2z3 十 374 二 0， 、 
914.2 求 齐 次 线性 方程 组 11， “| 6， a o 的 通 解 
2 十 3zz 一 9zs 十 7z 一 0 
解 ” 对 方程 组 的 系数 矩阵 4 施行 初等 行 变换 ， 
11 —1 5 一 1 1—1 5 —1 
a2- 1 —2 3| n- |0 2 —7 4 
3—1 8 1|lnnlo 2 -7 4| 
£ $ 9 让 0 4 —14 8) 
1 s —1 nt 
| 二 7 
n-n.|0 2 -7 4|"*z jo 1 = 2 
nm |o 0 0 of lo o o o 
Oa D Ora 0 b o o o 
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1 0 > 1 
ntr =< fz 
0 1 2 2 = B, 
Ë 0 0 0 
0 0 0 0 


则 同 解 方程 组 为 


可 解 得 
RE? 
Ei 2 `= 
s| 了 | (C) 
2! 
因此 ,方程 组 的 基础 解 系 为 
33 
全 一 1 
一 2 
5=|z|, es=|v|， 
1 | 1 
0 J 
所 以 方程 组 的 通 解 为 
= bb, 


其 中 心 , 为 任意 常数 . 
注 4.1 例 4.2 也 可 以 用 下 面 的 方法 求 通 解 . 
将 同 解 方程 组 (4. 10) 改 写 为 


— 3 
lei Ex Tis 
à 
T = zs Rts 
2 
T, = 3s 
= = Ti» 


Bp 


(4. 10) 
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l, 
令 zx 二 ,zh 二 k, 则 得 到 同样 形式 的 通 解 


§ = bë + bb. 
在 例 中 ,这 两 种 求 基 础 解 系 及 通 解 的 方法 大 同 小 异 ,实质 是 一 样 的 . 


最 后 还 需 说 明 的 是 , 求 方程 组 (4. 1) 的 基础 解 系 时 ,关键 步骤 是 找 方程 组 (4. 1) 的 
不 含 多 余 方程 的 同 解 方程 组 ,不 一 定 必须 将 系数 矩阵 A 化 为 简化 行 阶梯 形 矩 阵 . 当 
RA) =r 时 ,只 要 能 找到 一 个 r KFR D, 取 0, 则 D, 所 在 的 行 相对 应 的 方程 组 就 是 


同 解 方程 组 ,下 面 通过 例子 说 明 . 
[z 十 zz 一 2 一 4 一 0， 
例 4.3 | 5zz 十 3z: 十 2z: 一 0, 的 基础 解 系 . 
N 7z,—7z, +3z, +z, =0 
解 ” 对 系数 矩阵 4 施行 初等 行 变换 
1 1 —1 —1) 
er lu 2 |= wn, 
Tif -2 | 
1 1 —1 —1 


A= 


ra — 2r 
— 


0 0 0 0 ) 
所 以 R(4) 一 2. hFE AH, D= 天 0, 所 以 同 解 方程 组 可 取 
Ë Hr: = zi 十 XT， 


; E 
2 一 5 
2z — 5x2 =— 3zs — 214» 


eP az wana php” = (。 ,人 2) ,可 角 得 [| 一 


Tj 


xlo ~ 


方程 组 的 基础 解 系 为 


C = ae ww 


|= le 


,所 以 
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例 4.4 求解 齐 次 线性 方程 组 
xı +2r  +2z +z = 0, 
Ë= +z — 2r; — 2r, = 0, 


Ziy — zs — 4x; — 3z, = 0. 


解法 一 ”将 齐 次 方程 组 表示 为 矩阵 形式 


Ax = 0, 
其 中 
了 人 
A=|2 1 —2 —2|, x= 
1 —1 —4 —3J 
对 系数 矩阵 A 进行 初等 行 变换 ， 


1 2 2 1 ] =—2n 人 2 
SO ss e 一 3 
1 = 1 —4 =93J 


A= 


nX [1 0 一 2 一 5/3 
n—2r 

01 2 4⁄3 
lb o o 0 


即 得 与 原 方程 组 同 解 的 方程 组 


3 py 


Xz 十 2T3 十 £= =0 k =— 2z; 


于 是 方程 组 基础 解 系 为 
É f 5/3 
=ë: =4/3 
efil e 
toJ 1 


从 而 所 求 齐 次 线性 方程 组 通 解 为 


-2rd m0 [n =2n + Žan, 


> 
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[ Z) [573 
Pe 一 4/3 


+k 


xshi tkğ =k], | 
lo] 


1 
HP kisko 为 任意 实数 . 

注 4.2 在 上 述 解 法 中 ,由 于 行 最 简 形 矩 阵 的 结构 ,所 以 zi 总 是 被 选 为 非 自 由 
变量 . 对 于 求解 方程 组 来 说 ,zi 当然 也 可 以 被 选 为 自由 变量 . 例如 ， 


1 2 2 1]ntm fi 2 2 1] n-n, [3 —3 01 
点 十 3m rz X (1/2) 
A= 1 2 =2 ja 5 2 0——°ən ]2 5⁄2 1 o|, 
1 一 1 一 4 一 3 4 5 2 0) 0 0 00 
即 得 与 原 方程 组 同 解 的 方程 组 
ig Mi aR a E => 一 号 rm， 
zi +yz + zs = 0 Z= ax Es, 
其 中 zi ,zs 为 自由 变量 ,可 以 取 任 意 值 
解法 二 ”对 系数 矩阵 A 进行 初等 行 变 换 ， 
即 得 与 原 方程 组 同 解 的 方程 组 
= 
5 _ 2 an i f 2 5/3 
223 = g Ta =0, S _ 4 = 一 2 >š 
í dT =— 2r 3 后 == 十 zs o |， 
KO Sre T3 
Ta H 2a 十 可 4 0 1 E EA z] U i 


lz, = 0 * zs +=, 


其 中 zs, z, 为 自由 变量 ,可 以 取 任意 值 . 令 z, =k, z, =Ë; , PORRA 


fa) | 2 1 [ 5/3 
j mA — 4/3 
TA a A 
Zs | 1 0 
(Ta 0 J 1 


其 中 ,ks 为 任意 实数 . 

$43 齐 次 线性 方程 组 求解 方法 . 

解法 一 ” 齐 次 线性 方程 组 kx 一 0 的 系数 矩阵 4, 经 过 初等 行 变换 所 得 行 阶梯 形 
矩阵 中 含有 -个 非 零 行 ,把 这 行 的 第 一 个 非 零 元 所 对 应 的 未 知 量 作 为 非 自由 量 ,其 
余 n 一 r 个 作为 自由 未 知 量 ,自由 变量 取得 n 一 r 组 数 ,再 求 出 因 变量 所 对 应 的 值 . 
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解法 二 ”对 齐 次 线性 方程 组 Ax= 0, JL 3 3OEB: 4k 29418 EEBE, E H 12 
写 出 其 全 部 解 . 它 的 全 部 解 称 为 方程 组 的 通 解 . 

例 4.5 证 明 R(C4T4) 一 RC4). 

证 明 iZ A mn EBE, x A n EDERE. 

若 x 满 足 hx 一 0, 则 有 AT(C4Ax) 一 0, 即 (47A)x 一 0; 

H x WETA) x=0, M] x (ATA )x =x" + 0S@(Ax)T(Ax)=0, A EI Ax=0. 

综 上 所 述 ,方程 组 Ax=0 与 方程 组 (4I4)x=0 同 解 . KE, RATA) 二 R(A4) 成 立 . 


4.2 非 齐 次 线性 方程 组 


非 齐 次 线性 方程 组 
[awmi Hanz +e Hant = b, 
| ax Hanz: + + amt = be (4.11) 
amlZl Hamat 十 … 十 amzn = b, 
若 记 
an ar an | [z [ò 
an an An X2 b, 
A= : e=; h p=|.,|, 
lam a, ° a |; bm 
WRA. 11) 可 写成 向 量 方程 
Ax = p. (4. 12) 
其 中 A 一 (aa yan) ,Qi ,G2，…,@, 为 4 的 列 向 量 组 . 
和 矩阵 
an ar an b 
A= | ae an bz 
lam as … a, bn) 
称 为 方程 组 (4. 11) 的 增 广 矩阵 . 
将 非 齐 次 线性 方程 组 (4. 11) 的 常数 项 全 换 成 0, 得 到 齐 次 线性 方程 组 
aux Hart 十 … 十 az 一 0， 
anmi Hant: 十 … 十 aznzn = 0, 
(4.13) 


lanami Hantz + +a,z, = 0 


及 向 量 方程 
Ax = 0, (4.14) 
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称 方程 组 (4. 13) 为 方程 组 (4. 11) 的 导出 组 ,或 称 方程 组 (4. 13) 是 方程 组 (4. 11) 对 应 
的 齐 次 线性 方程 组 . 

对 于 非 齐 次 线性 方程 组 ,可 能 有 解 ,也 可 能 无 解 . 若 方程 组 (4. 11) 有 解 , 称 方程 组 
(4. 11) 为 相 容 的 ;否则 , 称 为 不 相 容 的 . 


4.2.1 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 条 件 


定理 4. 2 ” 非 齐 次 线性 方程 组 (4. 11) 有 解 的 充 要 条 件 是 系数 矩阵 的 秩 与 增 广 矩 
阵 的 秩 相等 , 即 RCA)=R(A). 
证 明 ic A 的 列 向 量 组 为 


QO, (4.15) 
其 中 
a; = (aij sajo ram), j=1,2,n, 
MUJ A 的 列 向 量 组 为 
Q 023 sAn B. (4.16) 
式 (4.11) 也 可 写成 如 下 向 量 形式 : 
Ta + z@ + “°° + aa, = B. (4.17) 


若 方程 组 (4. 11) 有 解 , 则 由 式 (4. 17) 知 ,向 量 组 (4. 16) 可 由 向 量 组 (4. 15) 线 性 表 
示 . 显然 ,向 量 组 (4.15) 可 由 向 量 组 (4. 16) 线 性 表示 , 即 向 量 组 (4. 15) 与 向 量 组 
(4. 16) 等 价 ,于 是 向 量 组 (4. 15) 与 向 量 组 的 秩 相等 , 即 RCA)= R(A). 

反之 ,车 R(A) 一 R(A) ,不 妨 设 RA) =RA)=rr<n) Jit a ,as "t G, 是 向 
量 组 (4. 15) 的 极 大 无 关 组 , 则 ai ,a;，…,a, 也 是 向 量 组 (4. 16) 的 一 个 极 大 无 关 组 ,于 
是 可 由 a a:a, 线性 表示 ,当然 有 可 由 ai,es,…,a, 线性 表示 , 即 式 (4. 17) 成 
立 , 所 以 方程 组 (4. 11) 有 解 . 

例 4.6 求解 线性 方程 组 


| Har: += Tx + r; = 2, 


2z 十 3zz 十 zs + Z, 一 0 
Zi 十 2zrs + 22, 十 6zi = 6. 


B 将 非 齐 次 线性 方程 组 表示 为 矩阵 形式 


Ax = b, 
其 中 
{Ti 
E aqa U ZY = 2) 
4=|2 3 11 -3l, r= |<], so= lol. 
1022 6j 6J 
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对 增 广 和 矩阵 (4 i 5) 进 行 初等 行 变换 ,有 


1 a oY 1 pas 1 SP ly Sa 29 
(AiD=|2 3 11 —3 :0 - o 1 —1 —1 —5 : —4 
1022 6 i 6 dsam il in S 4 
nEn IOO BD: e q ‘6 
nT fo 1 -1 —1 —5 i 一 4|， 
00 0 0 0 : 0 


因为 R(A i b) 二 RC(4) 二 2<4, 所 以 非 齐 次 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 ,其 同 解 方 程 组 为 
i. + 2zs + 2r, + 6z; = 6, 


I2 — Ti— x — 5x =— 4. 
| 6 
Ts 0 jag 
alz = joja [È | = ( Ê ATRAEM n 一 | 0 | ,于 是 非 齐 
l] lo š 0 
0 
次 线性 方程 组 导出 组 的 同 解 方程 组 为 


ià + 2z; + 2z, + 6zs = 0, 
(zs — zs — x, — 5r, = 0. 


对 自由 变量 zi ,zo ,zxs 封闭 取 值 为 


Xl 1) (0 0 
zz| 一 |0， | e} 
T3 0; 0 1 
即 得 导出 组 的 基础 解 系 
一 2 一 21 一 6 
1 | 1) 5 
š 15 & oh & 0 
o| 1 0 
oj Lo 1 
因此 ,所 给 方程 组 的 通 解 为 
6 一 2 = 2 一 在 
一 4 1 1 5 
x= +a +c jc = | 0 [+a | 1 +c | 0 [+c | O |; 
0 0 1 0 
0 0 J 0j š 


其 中 cycz cs 为 任意 实数 . 
注 4.4 也 可 以 由 同 解 方程 组 求 非 齐 次 方程 组 同 解 方程 组 
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xı + 2zs + 2xz, 十 6xs = 6, 
Z2 一 X3 — X, —5z, 一 一 人 


Tı = 6 — 2r; — 2I, — T3» 


Xz =—4 Har Hr + Sxs+ 
S 42; 一 0 十 zi， 
Zi 一 0 十 zi， 
zs = 0+ xs 
x í 6 ] =z { 一 21 一 6] 
= 一 4| 1 1 5 
@|z;, |= | 0 +z | 1 |+zxz | 0 [+<x;| 0 |; 
A 0 01 1 0 
zs) lo Llo 1 


将 myzavzs 换 成 cl'cz ,cs 即 为 所 求 非 齐 次 线性 方程 组 通 解 . 
Zi 十 2xz 十 3zs 一 ZX 一 1， 
例 4.7 确定 常数 a,5, 使 方程 组 7 十 zz 十 2xs 十 3z4 一 1， A. 


Ti ~T: — r I —2r =a, 


2zi 十 3zz 一 zs 十 bz 一 一 6 


解 ”对 增 广 矩 阵 4 施行 初等 行 变换 ， 
1 2 3 —1: 1) 1 2 3 —1; 1 
al 1 2 311 Ea 0—1 -1 4 O 
3 —1 —1 —2i a| a-n |o —7 —10 1 ia-—3 
2 3 —1 b | lo —1 一 7 b+2: 一 8 
| 1 2 3 -1 1 
n-m |0 —1 —1 4 :0 |n- [0 —1 —1 4 0 | 
n-n |0 0 —3 —27ia—3 0 0 —3 —27: a—3 
0 0 一 6 b—2: —8 0 0 0 b+52 | 
因此 ， 


(1) 456 —52,a 取 任 何 实 数 时 ,RC(A) 一 R(A) 一 4, 方 程 组 有 解 ; 

(2) 4 b=—52,a=—1 时 ,R(4) 二 R(4) 二 3, 方 程 组 有 解 ; 

G) 当 4 二 一 52,a 关 一 1 t RA) =3, RD =4, WA RAZARA) ,方程 组 无 解 . 
4.2.2” 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 

一 个 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 与 它 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 解 之 间 有 密切 联系 . 
若 方 程 (4. 12) 有 解 , 则 它 具 有 以 下 性 质 : 


性 质 4.3 # x= xn, 为 方程 (4. 12) 的 两 个 解 , 则 x= —n, 为 导出 方程 
组 的 向 量 方程 (4. 14) 的 解 . 
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证 明 A» x=n x=T, 为 方程 (4. 12) 的 解 , 则 An 一 ,4 =p. T: 
Am =m) = An, An, = B —B = 0, 

Epon 是 方程 (4. 14) 6988. 

性 质 4.4 车 x 二 11 为 方程 (4. 12) 的 解 ,x 二 & 是 方程 (4. 14) 的 解 , 则 x=6 十 9 是 
方程 (4. 12) 的 解 . 

证 明 A(+n)=A-+-An=0+B=PB. 

根据 以 上 性 质 , 有 以 下 定理 : 

定理 4.3 ”如果 y 是 向 量 方程 (4. 12) 的 一 个 特 解 ,& 是 其 导出 组 的 向 量 方程 
(4. 14) 的 通 解 , 则 =t 就 是 向 量 方程 (4. 12) 的 通 解 . 

证 明 设 向 量 方程 (4. 12) 的 通 解 为 x, 又 因为 m` 是 向 量 方程 (4. 12) 的 解 ,由 性 
质 (4. 3) 知 ,x 一 9' 就 是 向 量 方程 (4. 14) 的 通 解 . 令 £=x—qmn` MA SEHN. 

定理 4. 3 说 明 求 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 问题 ,归结 为 求 出 它 的 一 个 特 解 与 求 其 
对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 之 和 的 问题 : 

(1) 4 R(A)=R(A)=r<n BF, n° EEDE (4. 12) 的 特 解 ,5 ,6 Er 
是 向 量 方程 (4, 14) 的 基础 解 系 , 则 向 量 方程 (4. 12) 的 通 解 为 

x = kii + koge +e + kurën HN > 

其 中 ,ka，…, 如 ,为 任意 常数 . 由 于 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 (4. 13) 有 无 穷 多 个 解 ， 
所 以 原 非 齐 次 线性 方程 组 (4. 11) 有 无 穷 多 个 解 向 量 . 

(2) 当 R(4) = R(A) =n 时 ,由 于 向 量 方 程 (4.14) 只 有 零 解 ,所 以 向 量 方程 
(4. 12) 只 有 唯一 解 x=n`. 

例 4.8 证 明 方 程 组 


[mu 一 zz 一 ay 
|z 一 za =a 
T3 — T4 = ass 
e TT; =a 
lis — zi = as 
有 解 的 充 要 条 件 是 a) 十 os 十 es Ha, +as=0. 在 有 解 的 情况 下 , 求 出 它 的 全 部 解 . 
解 将 非 齐 次 线性 方程 组 表示 为 矩阵 形式 


Ax = b, 
其 中 
和 局 a 
| 0 -p = g = a 
A=|0 0 1 kw x= |z; b= las 
0 0 0 1 —1 zh a, 
—1 0 0 0 1 Ë las 


对 增 广 矩阵 (4 : 5b) 进 行 初等 行 变换 ， 
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1 —1 9 
0 T sel 
(A;b= | 0 0 1 
0 0 0 
=i 0 0 
1 0; a 
0 0 az 
r+ntrtrnt+rn |O 0 as 
w x l EE l a 


0 0 0 O ° Xa 


由 定理 4. 3 可 知 , 当 R(4) 二 R(4 i b)=4<5 时 , 非 齐 次 方程 组 Ax=b 有 无 穷 多 个 解 . 
5) a, = 0 B| ,.R(A) = R(A ; b) 一 4 一 5, 所 给 方程 组 有 无 穷 多 个 解 ， 


im] 
一 0 0 ;aq 
| —1 0 0ia 

Q rp ttetntm, |, : 


1 0 0 0 
r +rs 
r +n 
rntr |0 1 0 O 
ntr 
— 


0 0 0 1 —1: a 
Lo 000 0: 0 
于 是 所 给 非 齐 次 方程 组 的 同 解 方程 组 为 


1 一 一 Ja; 7 2 
= x 4 L 
As x |D á L 
= Za z|= 1 |+zs|1l, 
1 
a = Za A 2 1 


V t — I; =a 
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从 而 求 所 给 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 为 


Dat. À 
>a, 
x 的 H 
T2 >a, 1 
x= |z, |= T +cll| 
z| >a, Ü 
G) É 1) 
a; 
( 0 


其 中 < 为 任意 实数 . 

注 4.5 对 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 b, 将 增 广 和 矩阵 (4 : 5b) 化 为 行 阶梯 形 和 矩阵 ,就 
可 直接 判断 其 是 否 有 解 . 若 有 解 , 则 化 为 行 最 简 形 矩阵 , 便 可 直接 写 出 其 全 部 解 ,其 中 
要 注意 ; 当 R(A) 二 R(4 i b)=r<n R}, (A :5) 的 行 阶梯 形 和 矩阵 中 含有 7 个 非 零 行 ， 
把 这 + 行 的 第 一 个 非 零 元 所 对 应 的 未 知 量 作为 非 自 由 量 , 其 余 n 一 r 个 作为 自由 未 
知 量 . 

例 4.9 讨论 方程 组 


àri HAS IDa Har =À, 
3A + I)ri HAr: + zi = 0, 

A BAIR, AEE EREN RR KARR EARR ih EL 
通 解 . 

解 方程 组 的 系数 行列 式 

3 1 2 

À Ami 于 
3a+D à 1 


| 十 xz 十 2zs 一 一 3A， 


14 |= 一 2(3 一 20)( 十 1). 


GQ) 当 ) 尖 一 1 且 ) 汉 和 时 ,14| 天 0, 由 克拉 默 法 则 知 ,方程 组 有 唯一 解 . 
(D) 当 ) 一 二 时 ,方程 组 的 增 广 矩阵 


2; 一 ?1 
3 E 


: | x2 [6 2 4:—9 
a= |: SL qr 290 2522: i 
| 入 人 Faxr S 221 3 
RE N 15.9. .240 
2 oprys J 
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f 0 0 v= 
nn | 1 EA ner 
ra— 5r oj nen 

=p = 


0 —2 一 8 一 15 
o 0 0 ji -5 


b- Eros 


由 于 RA)=2,RA=3, M] RAAR) ,所 以 当 ) 一 立时 ,方程 组 无 解 . 


(3) 当 ) 一 一 1 时 ,方程 组 的 增 广 矩 阵 


3 1 2; 3] =xCD5 p 2 —1:1) 
: BXD 


= j-i -2 1 majah 1 2 3 
0 —1 1: 0 lo 1 -1i0 
(1 2 —lill=+sa [l 2 —1:1 . EE | 
aiana É -5 5 602 b Lai o o 1 -1'0 
0 1 —1i0 lo o oo lo o oio 
HF RA) =RA)=2<3, a= —1 时 ,方程 组 有 无 穷 多 个 解 . 取 同 解 方程 组 
J == tl, 
Ta = X39 
其 中 zs 为 自由 未 知 量 . 令 x; 二 0, 则 得 方程 组 的 一 个 特 解 为 
n’ = 1,0,0)", 
导出 方程 组 为 
3 Á 3 
T2 = Z3， 
从 而 基础 解 系 为 
f= CLD. 
4 A= —1 时 ,方程 组 的 通 解 为 
全 1 B 
a is D 十 |o|， 
1】 loj 


其 中 为 任意 常数 . 
* 例 4.10 设 有 三 元 非 齐 次 线性 方程 组 4x 二 p. 已 知 R(A) 二 2, 它 的 三 个 解 h， 
mot 满足 


m +n, = (2,0-27, m +m = 3,1, 一 DT 
求 方程 组 Ax= B 的 通 解 . 
# 由 R(4)==2 知 ,该 方程 组 的 导出 组 Ax==0 的 基础 解 系 只 含 3—2=1 个 解 向 
量 . 而 
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&= mn —m = (m + n) — (m Tn) = (1,1,1D7 
是 导出 组 Ax=0 的 一 个 非 零 解 向 量 ,可 构成 基础 解 系 . 又 因为 


A|; Hn) |= $an 二 Am,) = +(8+D = B, 


N 

m = (m tn) 二 (1,0, 一 DT 
是 4x= 有 的 一 个 特 解 ,所 以 该 方程 组 的 通 解 为 
ia 
ets | 


x= +n =k EA 


其 中 为 任意 常数 
“4.3 向 量 空 间 


3. 3 节 中 把 n 维 向 量 的 全 体 所 构成 的 集合 R" 称 为 n 维 向 量 空间 ， 

定义 4.3 ÜV Hn 维 向 量 的 集合 ,如 果 集 合 V 非 空 ,并 且 集 合 V 对 于 加 法 及 
乘 数 两 种 运算 封闭 , 则 称 集合 V 为 向 量 空间 . 

所 谓 封闭 是 指 在 集合 V 中 ,可 以 进行 加 法 及 乘 数 两 种 运算 . 具体 如 下 : 

车 a€V,bEV, 则 a+b€V; 

车 a€V,AER, 则 Xa € V. 

例 4.11 设 三 维 向 量 的 全 体 所 组 成 的 集合 R'= (r=(r,y,z)!|z,y,z€ R), N 
是 一 个 三 维 向 量 空间 . 因为 任意 两 个 三 维 向 量 的 和 仍然 是 三 维 向 量 , 数 4 乘 以 三 维 向 
量 也 仍然 是 三 维 向 量 , 它 们 都 属于 R°. 在 点 空间 取 定 坐标 系 以 后 ,三维 空间 的 点 
Pasy d SERA r= ay)" 之 间 有 一 一 对 应 关系 ,因此 ,向 量 空间 可 以 类 比 
为 取 定 坐标 系 的 点 空间 . 

类 似 地 ,n 维 向 量 的 全 体 所 组 成 的 集合 R" 也 是 一 个 向 量 空间 . 然而 当 n>>3 BF, 
R" 就 没有 直观 的 几何 意义 了 . 

R" = (x= (zr Tan) | Tisza € R) 

称 为 n 维 向 量 空间 . 

例 4.12 RA V=(x=(0,z;,=".z,)T |z; "z, EER} 是 一 个 向 量 空间 . 因为 若 

a = (0,a243.°" an) € V, b= (0,b ,bb)T EVAER, 


则 
a+b= (0,a; +b yas +b," sa +b,)! € V, Aa = (0,ìaz as "s sìan)" € V. 
例 4. 13 f#@SV=(x=(l,z;,""z,)T |z z, ER} 不 是 一 个 向 量 空间 . 因为 
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a=(1,az,a3,** san)" EV, Di] 2a=(2,2az ,2a3 ,2ao)TI 人 TV. 
例 4.14 itab 为 两 个 已 知 的 >” 维 向 量 ,集合 V 一 {z 一 好 十 二 | ,KER} 也 是 一 
个 向 量 空 间 . 因为 若 
xi =a +b, x: = hzat pab, 


则 有 
xi +x = Qi +ÀO)a + Ga +)b € V, 


kxi = (kai Ja + (hy )b € V. 
这 个 向 量 空间 称 为 由 a,b 所 生成 的 向 量 空间 . 
一 般 地 ,有 向 量 组 a ,a;,…,a。, 所 生成 的 向 量 空间 为 
V = {x = àa + a, + = +a, | hn € R). 
例 4.15 设 向 量 组 asaan 与 向 量 组 b ,5;，,…,b, 等 价 , 记 
Vi = (x = Aa +a; + = +a, | Mhz sÀn E R}, 
V: = (x = bi +b; ++ + yb, | spa o, € R), 
WHE Vi = V,. 

证 明 设 xE€EVi, 则 x 可 由 向 量 组 a;,as,…,a。 线性 表示 . 因为 向 量 组 w， 
aan 与 向 量 组 bi,b,,…,b, 等 价 , 故 x 也 可 由 向 量 组 b,,b,，…,b, 线性 表示 ,所 
A xE V, BE, Vi CV. ESRO NER xE V, W xE V. AE, VCV. A Vi CV: 
H VCV: HLA Vi =V. 

定义 4.4 设 有 向 量 空间 及 V, ,# ViCV: WFE V, 28 V; 的 子 空间 . 

例如 ,任何 由 维 向 量 所 组 成 的 向 量 空间 V, 总 有 VCR", 所 以 任何 维 向 量 所 
组 成 的 向 量 空间 V 总 是 R" 的 子 空间 . 

定义 4.5 设 V 为 向 量 空 间 , 如 果 7 个 向 量 a1 ,qs，,…,a,EV, 并 且 满 足 

(1) asaz, a, 线性 无 关 ; 

(2) V 中 任 一 向 量 都 可 由 ai ,az,…，a, 线性 表示 ， 

则 称 向 量 组 ai ,az ,……a, 为 向 量 空间 V 的 一 个 基 , 称 r 为 向 量 空间 V 的 维 数 , 并 称 V 
为 r 维 向 量 空间 . 

例如 ,V 二 {0} 没 有 基 , 所 以 V 的 维 数 为 0,0 维 向 量 空间 只 含有 一 个 零 向 量 0. 

齐 次 线性 方程 组 解 向 量 组 成 的 空间 也 称 为 解 向 量 空间 , 它 的 基础 解 系 就 是 解 空 
间 的 一 个 基 . 

车 把 向 量 空间 V 看 成 向 量 组 , 则 由 3. 5 节 中 最 大 无 关 组 的 定义 知 ,V 的 基 就 是 
向 量 组 的 最 大 无 关 组 ,V 的 维 数 就 是 向 量 组 的 秩 . 

由 于 任何 个 线性 无 关 的 n 个 向 量 都 可 以 作为 向 量 空间 R" 的 一 个 基 , 并 且 由 此 
可 知 ,R" WHER n, 所 以 R" 也 是 n 维 向 量 空间 . 

例 4.16 向 量 空间 

V = (x= (0,720° an)" | 2230,2, € R) 
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的 一 个 基 可 以 取 为 
e 一 (0,1,0,…,0)T， es 一 (0,0,1,…,0)T，…，e = (0,0,0,.…,1)", 
并 且 由 于 基 由 ”一 1 个 向 量 构成 ,所 以 V 王 {x 一 (0,zz，…zo)T|zezER} 是 2 一 
1 维 向 量 空间 . 
由 向 量 组 ol ,a:,…,an 所 生成 的 向 量 空间 为 
V= 人 xzr 一 Na 十 hzaz 十 … 十 nan 10hw € R), 
显然 ,向 量 空间 V 与 向 量 组 ai ,az ,…，,aw 等 价 ,所 以 向 量 组 a, ,az,…,aw 的 最 大 无 关 
组 就 是 V 的 一 个 基 , 向 量 组 a ,az ,…，,aw 的 秩 就 是 V 的 维 数 . 
若 向 量 空间 VCR , 则 V 的 维 数 不 会 超过 n. 4 V 的 维 数 为 时 ,V 二 R”. 
车 向 量 组 a ,a:,…,a, 是 向 量 空间 V 的 一 个 基 , 则 V 可 表示 为 
V = 人 (一 hial 十 hza + +a, hh € R), 
这 样 就 可 以 清楚 地 显示 出 向 量 空间 V 的 构造 . 


习 题 四 
1. 求解 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 : 
zi —8z;: +10z; +2z, =0, 2r — 3r: — 2r; +r =0, 
a) fan HAr: H52 — z =0, 2) | +5z: +4z;—2zr,=0, 
3zi 十 8rz 十 6zs 一 2r: 一 0; 8zri 十 7zz 十 6z 一 3 一 0; 
m 2 Has Hr tz; =0, 2r +3r m +5z(=0, 
ay J 2 TAzeh3n Ha tas =0, 3r r H2ri —7z,=0, 
=a a +m +3mn —3z;=0, 4r Hra — 3a, 6r, =0, 
2r, HAr, — 2x5 =0; lri — 2r: Hrs —1z,=0. 
2. 设 m ,ws 是 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 ,证 明 a 十 w , 2 一 ws 也 是 该 线性 方程 组 的 基础 
MR. 


3. 求 一 个 齐 次 线性 方程 组 ,使 得 它 的 基础 解 系 由 下 列 向 量 组 组 成 


2 1 1 
o 3) | j 
i È 一 2 一 3 一 2 
Das=| pesii 8s] o pës] 2j &= 11. 
| 3 |5 2 | 
3 lo | | 
et \ 一 3 一 2 
4. 求 解 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 特 解 及 对 应 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 : 
m +z =5, m —5ze+-2z —3z =11, 
O 全 十 六 十 二 十 2 一 1， (2) a T3rt6zi—z =], 
5zi 十 3 总 十 2rs 十 2ri 一 3; [zz 十 4rs 十 2rs 十 zi 一 一 6. 


ai tr tàr =4, 
5. 当 X tit a | "s 十 Axz 十 Zs 一 入 ,有 唯一 解 . 无 解 . 有 无 穷 多 个 解 ? 在 有 无 穷 多 
XI1 一 Tz 十 273 = —4. 
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个 解 的 情况 下 , 求 出 其 通 解 . 
6. 设 四 元 非 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 3, 已 知 n. ,全 n, 是 它 的 三 个 解 向 量 , 并 且 
[2 


1 
Kan 
， mb fin = ` 


w ja Il 
5 t4 
求 方程 组 的 通 解 
Dl yasa Y x: z 
T 设 4= (。 _。 。 g) RS 4X2 ER BE AB=O B RO —2, 


8. 设 n 阶 方 阵 A 的 各 行 元 素 之 和 为 零 , 并 且 R(A) 二 n 一 1, 求 齐 次 线性 方程 组 AX=0 的 通 解 . 

9. bta aa: a 是 4 个 4 维 列 向 量 ,其 中 az ,as ,a 线性 无 关 , 并 且 a = 2a 一 as. 车 令 和 矩阵 
A=(@ ,os as yo ) ,向 量 1 一 ai +a; +a 十 o. 试 求 线性 方程 组 Ax 一 的 通 解 . 

10. Ë A R m X n ER, 与 n, 是 方程 组 Ax— b 的 两 个 不 同 的 解 向 量 ,5 是 其 导出 组 hx 一 0 
的 一 个 非 零 解 向 量 , 证 明 若 RC4) 一 "一 1, 则 向 量 En m, 线性 相关 . 

11. Ék n, 是 非 齐 次 线性 方程 组 hx 一 的 一 个 解 ,a ,az ,… ,a,-, 是 对 应 齐 次 线性 方程 组 Ax =0 
的 一 个 基础 解 系 ,证 明 m ,a ,az ,…… ,0,-, 线 性 无 关 . 


第 5 章 ， 相似 和 矩阵 及 二 次 型 
本 章 主要 讨论 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 、 方 阵 的 相似 对 角 化 和 二 次 型 的 化 简 等 
问题 . 这 些 问题 不 仅 在 矩阵 理论 及 数值 计算 中 占有 重要 地 位 ,而 且 被 广泛 地 应 用 于 许 
多 学 科 及 工程 技术 领域 . 


5.1 预备 知识 


5.1.1 向 量 的 内 积 
定义 5.1 设 有 nn 维 列 向 量 
5) 
==] s= Yi 
la] z 


< 
(x,y) = zy, T z: y, 十 … 十 zuy = X'y = y! x, 

则 称 (x,y) 为 向 量 x 与 y 的 内 积 . 

内 积 是 两 个 向 量 之 间 的 一 种 运算 ,其 结果 是 一 个 实数 , 它 满足 下 列 运 算 性 质 (其 
H x,y, H n 维 向 量 ,为 实数 ): 

(1) (x,y)=(y,x); 

(2) Qx,y)=A(x,y); 

(3) (x+y,z)=(x,z)+-(y,z); 

(4) 34 x=0 Ef, (x, x) =0; 4 x40 BÍ ,(x,x)>2>0. 

不 难看 出 ,n 维 向 量 内 积 的 概念 就 是 解析 几何 中 两 个 向 量 数量 积 的 推广 . 虽然 
维 向 量 没有 三 维 向 量 直 观 的 几何 意义 ,但 仍 可 利用 内 积 来 定义 n 维 向 量 的 长 度 和 
夹 角 . 


5.1.2 向 量 的 长 度 及 夹 角 
定义 5.2 设 x* 一 (zz,…,zo)7T, 令 


|x || = Vx 一 V 好 十 好 十 十 刀 ， 
则 称 || x || 29 n 维 向 量 x 的 长 度 (或 范 数 ). 
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"4 |x || =1 时 , 称 x 为 单位 向 量 . 54 x0 时， Fit ma La 


向 量 的 长 度 具有 下 述 性 质 : 

(1) 非 负 性 : 当 x 天 0 时 , || x || >0; 当 x 一 0 时 , || x || =0; 
(2) 齐 次 性 : ax ll =la] xl; 

O) 三 角 不 等 式 : | x+y li <l x! +I yl. 

另外 ,由 施 瓦 茨 不 等 式 可 知 


ly |< lx! e Hyl, 


(x,y) 
Mx] + Hyl 
于 是 有 下 面 的 定义 : 
4 x0, y#0 ñf, 


<1, (3 |x] e iyi #08, 


(x,y) 
lx] + Hyl 
称 为 n 维 向 量 x 与 y 之 间 的 夹 角 . 为 方便 起 见 , 规 定 零 向 量 与 任意 向 量 的 夹 角 可 以 是 
任意 的 . 

当 (x,y) 二 0 时 , 称 向 量 x 与 y 正 交 . 由 于 零 向 量 与 任何 向 量 都 正 交 ,所 以 经 常 讨 
论 一 组 非 零 向 量 正 交 的 情况 . 


5.1.3 正 交 向 量 组 的 概念 及 求法 


定义 5.3 若 向 量 组 @ ma, 中 的 向 量 都 是 非 零 向 量 ,并 且 任 意 两 个 向 量 都 
正 交 , 则 称 这 个 向 量 组 为 正 交 向 量 组 . 又 若 正 交 向 量 组 中 的 每 一 个 向 量 都 是 单位 向 
量 , 则 称 这 个 向 量 组 为 正 交 单 位 向 量 组 . 

例如 ,向 量 组 四 一 (1,1,1)7,a 一 (1, 一 2,1)7,as 一 (1,0, 一 1)7 是 正 交 向 量 组 ， 
向 量 组 e —=(1,0,0)1,e,=(0,1,0)1,e,=(0,0,1)1 是 正 交 单位 向 量 组 . 通过 判断 相 
关 性 可 知 , 正 交 向 量 组 具有 下 述 性 质 : 

定理 5.1 正 交 向 量 组 一 定 是 线性 无 关 向 量 组 . 

证 明 设 w ,oz，…ar 是 正 交 向 量 组 , 若 有 Ai ,> ，…, ,使 得 
àia Haza + +a, = 0, 


0 = arccos 


以 af 左 乘 上 式 两 端 得 
jaTa = 0. 
因 a,0,ñk ala) = lla, | ?2#20, ATAA à =0. 
类 似 地 可 证 4: 二 0,…,4, 二 0. 于 是 向 量 组 w ,az ,…,@, 线性 无 关 . 
由 此 定理 可 知 正 交 向 量 组 一 定 线性 无 关 , 但 是 线性 无 关 向 量 组 却 不 一 定 是 正 交 
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向 量 组 . 例如 ,向 量 组 房 王 (1,1,0)7, 及 一 (0,1,0)7, 房 一 (0,0,1)7 是 线性 无 关 的 ,但 
却 不 是 正 交 的 . 然而 ,我 们 可 以 根据 线性 无 关 的 向 量 组 构造 出 一 个 与 之 等 价 的 正 交 向 
量 组 ,这 种 方法 称 为 施 密 特 (Schimidt) 正 交 化 方法 . 具体 步骤 如 下 : 

设 m ,az a, 是 一 个 线性 无 关 向 量 组 , 取 


B = a. 


—, _ Mæ), _ $a) 
B =a (oB BoP 


_ Boa), $-a), Ba) 

B. = a, 1 BP ppb: BB Br 

容易 验证 ,局 p... B. 两 两 正 交 , 且 B Bop, 与 @i ,G2，… ,a 等 价 . 
如 果 再 把 它们 单位 化 , 即 取 


— b _ a Be ¿2 =B 
e=q4hl' “TR ” “TET 
就 得 到 一 个 与 线性 无 关 向 量 组 a, ,as ,…,a 等 价 的 正 交 单 位 向 量 组 si ,es se 
例 5.1 设 w=(1,2, 一 1)7,a: 王 (一 1,3,1)7,as 一 (4, 一 1,0)7T, 试 用 施 密 特 正 
交 化 方法 把 这 组 向 量 正 交 单位 化. 


解 取 
Ü =a, 
1) =! 

Ba) | 2| | 51 | 
B= a 及 一 | 3 2 l j> 

(ppo li] la | 
b= a J _ Bad) g N Sa ador a 
a SBS T 3 5 O 1° | 3 | s [a P. l 


再 把 它们 单位 化 , 取 
B. 1 | 及 š =: B. 1 
e" Th É: ° * TBT ` s| DES Ini Z °” 


则 el ,es ,e; 即 为 所 求 . 


ii 
K , 求 向 量 a, ,as ,使 得 wm ,az ,as 为 正 交 向 量 组 . 
b 1 


例 5.2 已 知 m 一 
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解 ” 因 为 向 量 a, 与 w ,as 都 正 交 , 所 以 向 量 a; ,as 应 满足 方程 wjx 一 0, 即 
zi 一 zz 十 Ts 一 0. 
它 的 基础 解 系 为 
—1 
b = h} B= | 0 | 
E4 
把 p, B: 正 交 化 , 即 为 所 求 , 于 是 得 
BB) Ba 1 1] 1 Pis 
e = Ai a: = B, (有 ,7 N +5 72 | 


5.1.4 正 交 和 矩阵 与 正 交 变换 


定义 5.4 若 n 阶 方 阵 A WL ATA=ECBIJ A =A"), WERA 为 正 交 和 矩阵 , 


例如 ,和 矩阵 


人 一 sina 


). B= 


sina cosa 


都 是 正 交 矩阵 . 
由 定义 5. 4 不 难 验证 , 正 交 和 矩阵 具有 下 述 性 质 : 
(1) # A 为 正 交 矩阵 , 则 其 行列 式 等 于 1 或 一 1; 


(2) # A 为 正 交 矩阵 , 则 4 可逆 ,并 且 4A- A 也 是 正 交 和 矩阵 ; 
(3) 若 4,B 为 同 阶 正 交 和 矩阵 , 则 AB, BA 都 是 正 交 和 矩阵 . 


另外 ,由 定义 5.4 还 可 以 看 出 , 若 设 n 阶 和 矩阵 A 二 (a ,az，…,a, ) 为 正 交 矩 阵 , 其 
H aasan 是 A 的 列 向 量 组 , 则 有 
ar [aia aa ae] 
ata | aaa) = (ES Gu: aa) _E 
一 | 。 102 ，… On ) = ñ š AI i 
e oa oa ata, 
也 即 
l, i= 2 
aaj = " ij = 1,2,--,.n. 
因此 ,有 如 下 定理 ， 


定理 5.2 A 为 正 交 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 列 ( 行 ) 向 量 组 是 正 交 单位 
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向 量 组 . 
定义 5.5 7 个 变量 zj,zz，…z 与 m 个 变量 y y Yn 之 间 的 关系 式 
(3, 5 Pimi + Poza +i Prn, 
J> = Pai pato +H + paTns 


Uy, = ban + Dre HH p..z, 
称 为 从 变量 z ,zs z, 到 变量 >， y, t, y, 的 线性 变换 . 


Pn Pa o Pu [e [>] 
RP= Pma = | P T Pa, [| >= |>], 
(Dm Po Pom ss Ym) 


则 线性 变换 用 和 矩阵 就 可 以 表示 为 y=Px. 

定义 5.6 若 忆 为 正 交 和 矩阵 , 则 线性 变换 y= Px 称 为 正 交 变 换 . 

由 于 正 交 变 换 能 保持 向 量 的 内 积 \ 长 度 及 向 量 之 间 的 夹 角 不 变 , 所 以 在 正 交 变换 
下 ,图 形 的 几何 性 质 不 变 ,因此 正 交 变换 在 许多 实际 问题 中 都 有 重要 应 用 . 


5.2 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


科学 技术 中 的 许多 问题 往往 要 归结 为 求 一 个 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 问题 ， 
如 振动 问题 和 稳定 性 问题 ,以 及 用 正 交 变换 将 二 次 型 化 成 标准 形 等 问题 ,其 核心 内 容 
都 是 求 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 . 
5.2.1 特征 值 与 特征 向 量 的 概念 


定义 5.7 设 4 是 n 阶 方 阵 ,如 果 数 4 和 n 维 非 零 列 向 量 x 使 得 
Ax 一 Mr (5.1) 

成 立 , 则 称 数 A 为 方 阵 4 的 特征 值 , 称 非 零 向 量 x 为 方 阵 4 对 应 于 特征 值 4 的 特征 
向 量 . 

RG. 1) 也 可 写成 

(A 一 ME)xz 一 0. 

这 是 一 个 有 个 未 知 数 和 ? 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 , 它 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 
是 系数 行列 式 等 于 零 , 即 


|A—2E |= 0. 65.2) 
如 设 
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an aiz ... an) 
A= azn ti a>, 
Qn A w. en 
式 (5.2) 即 为 
au 一 人 arz a, 
|A- |= an aar A as, m 

í J 
Am Anz sre: ars] 


这 是 一 个 以 À 为 未 知 量 的 一 元 ”次 方程 , 称 为 方 阵 A 的 特征 方程 . 而 行列 式 
[AAE ESRF A Wn 次 多 项 式 , 称 为 方 阵 A 的 特征 多 项 式 . 显然 , 方 阵 A 的 特 
征 值 就 是 它 的 特征 方程 14 一 炬 | 二 0 的 根 ,而 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 x 就 是 齐 次 
线性 方程 组 (4 一 友 )x=0 的 非 零 解 . 


5.2.2 特征 值 与 特征 向 量 的 求法 


求 n 阶 方 阵 A 的 特征 值 与 特征 向 量 的 方法 如 下 : 

(1) 计算 4 的 特征 多 项 式 |14 一 iE|; 

(2) 求 出 特征 方程 14 一 姬 |=0 的 全 部 根 , 即 得 4 的 全 部 特征 值 ; 

(3) 对 于 每 一 个 求 出 的 特征 值 \, 求 出 其 相应 的 齐 次 线性 方程 组 (4 一 ME)x 一 0 
的 非 零 解 , 即 得 对 应 于 和》 的 特征 向 量 . 


—1 1 0 
例 5.3 求 矩 阵 4= | 一 4 3 0| 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
1 0 2) 
解 4 的 特征 多 项 式 为 
—1— 1 0 
I14—XEl=| -4 3—, 0 | 
1 0 2 一 4 
所 以 4 的 特征 值 为 


A= 生生 对 二 二 
4 Ai =2 时 , 解 方程 (4 一 2BE)x 一 0. 由 


3 1 0) 1 0 0 
A—2E= saa e is 
0 0 0 


得 基础 解 系 
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0) 


所 以 对 应 于 1 二 2 的 全 部 特征 向 量 为 bi p, i #0). 
M A= =1 时 , 解 方程 (A—E)x=0. 由 
= 210 


101 
A Wa r 
0 0 0 0 


1 1 


得 基础 解 系 
—1) 
P: = | ， 
1 


所 以 对 应 于 ja 一 ia 一 1 的 全 部 特征 向 量 为 k. p, (As 天 0). 


1 0 0 

例 5.4 求 矩 阵 4=| 一 2 5 一 2| 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
一 2 1 

解 4 的 特征 多 项 式 为 
1—, 0 0 

|A—2E | 2 5=2 2 (3—2)(1—2)5 
=2 4 =i- 
所 以 4 的 特征 值 为 


N=3, À =) A = 1. 


当 和 一 3 时 , 解 方程 (4 一 3E)x 一 0. 由 


得 基础 解 系 


所 以 对 应 于 为 一 3 的 全 部 特征 向 量 为 已 忆 ( 避 天 0). 
X A= =1 时 , 解 方程 (4 一 B)x 一 0. 由 
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fo o 0) kesi 
A—E=|—2 4 —2|—— |o o | 
CRE 0 0 0 
得 基础 解 系 
f21 一 1 
p, = 1|， = [s ， 
oj (a 


所 以 对 应 于 A; =2 =1 的 全 部 特征 向 量 为 kp, 十 ksp; (其 中 ,ks 不 同时 为 0). 
5.2.3 ”特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 


性 质 5.1 Bhisho à, 是 nn 阶 方 阵 和 二 (ai)sxs 的 nn 个 特征 值 (包括 重 根 ), 则 
A) 1 十 hz 十 十 和 三 an 十 qz 十 "十 am i 
(2) Ae, = Al. 
由 此 可 见 , 方 阵 4 可 逆 的 充 要 条 件 是 零 不 是 4 的 特征 值 . 
性 质 5.2 设 a 是 4 关于 特征 值 Xe 的 特征 向 量 , 则 对 于 任意 常数 A0, ka 也 是 
A 关于 ho 的 特征 向 量 . 
性 质 5.3 aya 是 A 关于 Xo 的 特征 向 量 , 则 kia 十 aaz 天 0 也 是 4 关于 hn 
的 特征 向 量 . 
性 质 S.4 Utad: 是 方 阵 4 互 不 相等 的 特征 值 ,而 w ,as 分 别 是 属于 AYAQ 的 
特征 向 量 , 则 向 量 组 o, ,as 线性 无 关 . 
证 明 设 有 常数 k k ,使 得 
kia 十 za = 0, (5.3) 
则 
4CAia + kg) = A0 = 0, 
即 
已 Aion + kzà2@ = 0, (5.4) 
用 (5. 3) Xhz 一 (5.4) 可 得 
kı Q2 —à1)@ = 0. 
因为 ia 天 ii K a0, i k =0. 再 代入 (5.3) 由 a0 4 k,=0,BU a) a, 线性 
无 关 . 
作为 性 质 5. 4 的 推广 ,有 下 面 更 一 般 的 结论 . 
定理 5.3 HË A 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 一 定 线性 无 关 . 
性 质 S.S 设 ) 是 方 阵 4 的 特征 值 , 则 方 阵 
kA, aA+bE, A"(m 为 正 整数 )， 4 (假定 和 4 可逆)， A` 
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分 别 有 特征 值 aaah," lAl 4 a ESA 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 , 则 


a 也 是 方 阵 KA aA HAEA" AT ,A 分别 对 应 于 特征 值 从 ,eX 十 bX" , 寺 ,| 的 特征 
向 量 . 
例 5.5 RENER A 的 特征 值 为 1, 一 1,2, 求 A + 3A 1 一 2 的 全 部 特征 值 ， 
并 证 明 其 可 道 . 
R BA 的 特征 值 全 不 为 0, 故 4 可逆, 并 且 
141=1Xx (一 1) X2=—2z, 
则 
A* +3A™' — 2E =| A | A” +347 — 2E = A — 2E, 


又 因 ATRE 1,- 1, BEDLA` 十 34-' 一 2E 的 特征 值 为 


则 
|A' +3A 1 — 2E |= A XA: XÀ: =$ 


显然 ,A" +3A !—2E Tt. 


5.3 相似 矩阵 


由 于 对 角 矩 阵 在 运算 上 具有 很 多 优点 ,因此 ,一 个 方 阵 是 否 和 一 个 对 角 矩 阵 有 关 
系 是 非常 值得 研究 的 . 特别 是 能 否 存在 一 个 可 逆 和 矩阵 P, 使 得 P "4P 为 对 角 矩 阵 ? 
这 就 是 方 阵 的 相似 对 角 化 问题 , 它 与 方 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 有 着 密切 的 关系 . 
5.3.1 相似 矩阵 的 概念 

定义 5.8 设 4 与 了 都 是 ” 阶 矩 阵 , 若 存在 ” 阶 可 逆 矩 阵 也 ,使 得 P AP=B, N] 
PEREA 5 B 相似 , 记 作 A~XB. 对 A 进行 运算 了 -AP, 称 为 对 人 进行 相似 变换 ,可 道 
矩阵 己 称 为 把 4 变 成 B 的 相似 变换 矩阵 . 


例如 ,矩阵 4 一 | S Fa ,B= Ë 5 


masl i h aA 


因此 ,4 与 B 相似 . 


) "由 于 存在 可 洲 短 阵 P 一 (5 ， ) ,使 得 
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相似 是 方 阵 之 间 的 一 种 关系 ,这 种 关系 具有 以 下 基本 性 质 : 
A) 反 身 性 :A~A; 

(2) 对 称 性 : 若 A~B, 则 BSA; 

G) 传递 性 : 若 A~B,BAC, 则 AxC. 


.2 相似 和 矩阵 的 性 质 


定理 5.4 # AxB, i 
(1) |4|=|B|; 
(2) A"~B”; 
(3) g(A)==g(B) ,其 中 g(4) 二 aoE 十 a1A 十 gzA? 十 … 十 a A” GEP a; 为 常数 ); 
(4) 4 与 B 具 有 相同 的 特征 值 和 特征 多 项 式 , 即 |4 一 XAE|==1B 一 XE|. 
证 明 ”下面 仅 证 结论 (3) 和 (4). 
若 4 有 , 则 存在 可 逆 矩 阵 已 ,使 得 P 'AP=B, ñil 
P 'g(A)P= P?’ (aE +a A+ aA? + +a,A"”)P 
= aE +a, P? AP 十 azPA2P 十 … 十 anP- 4"P 
=a E+aB+ aB ++ +a,B”" = g(B), 


5. 


° 


所 以 pg(A)~p(B). 
又 因为 


| B—AE |=| PAP—XE |=| P'(A—2E)P | 
=| P`’ || A—A2E || P |=| A—2E |, 
所 以 矩阵 4 与 B 具 有 相同 的 特征 多 项 式 , 从 而 特征 值 也 相同 . 
5.3.3 矩阵 相似 对 角 化 的 条 件 
”定义 5.9 XF n MERA , 若 能 找到 一 个 可 逆 矩 阵 已 ,使 得 P 'AP=A 为 对 角 

HERE, WIEK A 可 相似 对 角 化 ,简称 为 4 可 对 角 化 . 

定理 5.5 n MERA 可 相似 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 4 有 个 线性 无 关 的 特 
征 向 量 . 

证 明 必要 性 . k n MERA 相似 于 对 角 和 矩阵 

fài 


| œ 


则 存在 可 逆 矩 阵 已 ,使 得 P AP=A, TE AP=PA. 将 矩阵 P 用 其 列 向 量 表示 为 
P = (P > Pos p.) 
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则 有 
fài 
Àz 
ACP, sp. ss P.) = (p.p. p.) a , 
Àn 
Bp 
(Ap, AP Ap.) = (Ai Pi sÀP23™ Ap.) 
于 是 有 


Ap; =Àjp, G= 1,2,-.,n), 
所 以 24; 是 A 的 特征 值 ,p; 是 4 对 应 于 特征 值 2; 的 特征 向 量 . 又 因为 矩阵 已 可 逆 , 故 
A Fi n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 
充分 性 . 设 A 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 p ,ps，…,p, ,它们 依次 属于 特征 值 
AA A BP Ap, 二 Xip,(i 二 1,2,…,n) ,于 是 有 
(Api,Ap,,**,Ap,) = Qi Pi hzpa Ap,), 


即 

fài 
ACP, + paso Pa) = (Pi Ps, Pa) # 

\ A; 

以 pipas p, BPJEIREDOEBE P= (p, pe p WERT RRN 

AP = PA, 
à | 
其 中 4=| 和 2 . 又 由 于 Popon p, 线性 无 关 , 故 可逆. 因此 ,P-， 


Àn 

4P 一 A, 所 以 4 可 相似 对 角 化 . 
推论 5. 1 MMR n MERA 有 个 不 同 的 特征 值 , 则 4 一 定 可 相似 对 角 化 . 
B 一 1 一 2 
2 0 =g 
(2 —1 一 :1 


例 5.6 判断 矩阵 4 一 是 否 可 相似 对 角 化 . 若 能 , 求 出 相似 变换 


ERER ERE. 
解 由 于 4 的 特征 多 项 式 为 
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- at Uaa 一 2 
2 À 2 
2 = — 1-2 

&= 8 1, 2 

Q bl r 


lA—2E | 


所 以 A 的 特征 值 为 
A =0, =h =1. 
%4 A =0 时 , 解 方程 (4 一 0E)x=0, 由 
3 —1 一 21 (1 —1 v 
2 0 2 
(2 一 1 —1J 


A 


得 基础 解 系 


M a251 =1 时 , 解 方程 (4 一 E)x 二 0. 由 
Ë I= 1 
A—E=|2 —1 —2— o o 0 
l -1 -2 b 
得 基础 解 系 


p, 一 


1/2) (1) 
1 js "| ， 


0 | 1 
因此 ,三 阶 矩 阵 A 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,所 以 它 可 相似 对 角 化 . 


令 


则 可 六 矩阵 一 就 是 所 求 的 相似 变换 矩阵 ,使 得 

[0 0 oO) 
0 1 °|. 
to 0 1j 


P'AP 一 4 一 
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例 5.7 B MERE A 的 特征 值 为 1, 5, 与 特征 值 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 
(1,1)7,(2, 一 1)7, 求 4". 
# ”因为 二 阶 矩 阵 A 有 两 个 互 异 的 特征 值 ,所 以 A 能 相似 对 角 化 . 取 


P=( 2) 
则 有 P'AP=A=[, s): TE A=PAP ,所 以 


A"= PA PPA P 'PAP 1---PAP`' 


£ E 
= PA"P”' 

1 2 1' 0)/1/3 2⁄3 
=i Moea Tial 


Ok. EH | 
3 1—5' 2+5 


5.4 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 


A n MEEA 具备 什么 条 件 ,才能 有 ?个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 从 而 实现 对 
角 化 ? 这 是 一 个 比较 复杂 的 问题 ,对 此 不 作 一 般 性 的 讨论 ,而 仅 讨论 当 A 为 实 对 称 
和 矩阵 的 情形 . 
性 质 5.6” 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 为 实数 
证 明 设 》 是 实 对 称 矩 阵 A 的 特征 值 ,p 为 对 应 的 特征 向 量 , 则 Ap 一 Xp. 于 是 有 
P'Ap = p'(Ap) 一 人 PTP 
及 
p'Ap 一 (PTATDP= (Ap) p =à p" p. 
两 式 相 减 得 
(一 X) pip 一 0. 
因为 p 取 0, 所 以 pTp 取 0, 故 一 4 二 0, 则 4 为 实数 
性 质 5.7 ol 是 实 对 称 和 矩阵 4 的 两 个 特征 值 ,p, ,ps 依次 是 它们 对 应 的 特 
征 向 量 , 若 为 天 iz, 则 p, 与 p, EX. 
证 明 由 已 知 得 
Ap, 一 APi， (5.5) 
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Ap, 一 hzp:， (5.6) 
以 pT 左 乘 (5. 6) 的 两 端 得 
pi (Ap,) = Àep1 p, + 
RJ A 是 实 对 称 矩 阵 ,所 以 4 一 47, 则 利用 (5. 5) ,有 
pil (Ap,) = (Api)'p, = Qipi) !p, = ài PT P2» 


于 是 


(一 12)PT p, = 0. 
MAA Ai Aa ,所 以 ,pp 一 0, 即 p, 5 p, EX. 

性 质 5.8 A 为” 阶 实 对 称 和 矩阵 是 4 的 特征 方程 的 ~ 重 根 , 则 矩阵 A 一 炬 
的 秩 R(4 一 碟 )==n 一 r, 从 而 对 应 特征 值 * 恰 有 个 7 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

性 质 5. 8 不 予 证 明 , 但 由 该 性 质 可 得 如 下 重要 定理 : 

定理 5.6 A 为 ” 阶 实 对 称 矩阵 , 则 必 有 正 交 矩 阵 已 ,使 得 P''AP=A, JE A 
是 以 4 的 个 特征 值 为 对 角 元 的 对 角 和 矩阵 . 

证 明 设 4 的 互 不 相等 的 特征 值 为 hi ,X;，…,4。, 它 们 的 重 数 依次 为 ror 
mm (ri Hra + +r =n). 根据 性 质 5. 3 知 ,对 应 于 特征 值 4; 恰 有 rx; 个 线性 无 关 的 实 
特征 向 量 ,将 它们 正 交 单 位 化 , 即 得 r 个 单位 正 交 的 特征 向 量 en yes，…er (i 一 1， 
2sm), 由 于 ni 十 rz 十 … 十 rm 二 n， 所 以 这 样 的 特征 向 量 恰 有 个 . 

再 由 性 质 5. 8 知 , 实 对 称 和 矩阵 不 相等 的 特征 值 对 应 的 特征 向 量 正 交 , 所 以 向 量 组 
el1s@l2 "t Eir, vezi s @2 3" reor, yenye ye 是正 交 单 位 向 量 组 . 以 它们 为 列 构 
成 nn NEXEN P, WA P AP 一 人 ,其 中 对 角 和 矩阵 A 的 对 角 元 素 含 r; 个 和 ,ro 个 
hm 个 Xm, 恰 是 A 的 个 特征 值 , 即 A 是 以 A 的 n 个 特征 值 为 对 角 元 的 对 角 
矩阵 . 


1 0 1 
例 5.8 设 和 矩阵 4 一 |0 1 1|, 求 一 个 正 交 阵 已 ,使 得 P 'AP=A 为 对 角 和 矩阵 . 
小 22 
解 由 4 的 特征 多 项 式 
1—A 0 1 
lA—E|=| 0 1- 1 |=#=-AQ—DQ-—3 
jar t- 25i 
得 4 的 特征 值 为 


和 一 0，) 一 1，)a 一 3. 
14 Ai =0 时 , 解 方程 (4 一 0E)x 一 0. 由 
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{1 


P 
x. 
0 


omo 


1 
1 
2 


omm 


得 基础 解 系 


为 三 


得 基础 解 系 


F: 0 1 {1 o 1⁄2 
A—3E=|0 —2 1|— Ë 1 
la 1 一 1 


2] 


H T£, £, ' 纪 是 属于 A 的 三 个 不 同 特征 值 的 特征 向 量 , 故 它 们 已 正 交 . 现 只 需 将 
其 单位 化 得 


得 基础 解 系 


和 二 


(1 


1 
=f 1 乡 1 $a 1 
站 ali a TAT s| 
构造 正 交 和 矩阵 
A. A. 2 
£ A K 
+ 1 1 
P= (p p ) = | V3 Vi Al 
2 
9186 


使 得 
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fo 0 0) 
P'AP—=P'AP=A= 0 1 0| 
O0 S 
Ts z] 
例 5.9 WEB A= 1 1 i| x-re pe maa aa 
i 
HERE. 
解 由 4 的 特征 多 项 式 
1—A 1 1 | 
|A—AE | 1 1-a 1 |=G-22 
1 1 1—X 


得 4 的 特征 值 为 
A=. =0, À =3. 
M Aí =: =0 时 , 解 方程 (4 一 0E)x 一 0 得 基础 解 系 


全 1 全 1 
乡 一 | 1 |， 乡 =| 0 
o} | 
先 将 其 正 交 化 . 取 
{ 一 1 
neža- ， 
Lo 
-1 Fr1 一 1 
DEBE] 
JJ 0 L 2 
再 单位 化 得 
n. Aa ile 
"TnT ai, TnT h. 


34 Aa =3 时 , 解 方程 (4 一 3E)x 二 0 得 基础 解 系 
1 
二 . 


1 


单位 化 得 
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1) 
+ Ë: 
p. = = |l 
43 (ij 
于 是 得 正 交 和 矩阵 
Sil vs aL 
2 BB 
P=( =| + -4 去 
APPB EE 2 V6 | 
0 2 1 
6 B 
使 得 
0 
P-4P 一 Pr4aPp 一 | 0 | 
3 


5.5 二 次 型 及 其 标准 形 


在 解析 几何 中 ,为 了 便于 研究 二 次 曲线 ax? 十 bry 十 cy =1 的 几何 性 质 ,要 选择 

适当 的 坐标 旋转 变换 

x = x”cos0 — y sing 

y 一 zsing 十 ycosg “ 
把 方程 化 为 标准 形 mr’ 十 zy 一 1, 这 样 就 很 容易 讨论 ar 二 bry 十 cy =1 的 性 质 
T. 类 似 这 种 将 二 次 齐 次 多 项 式 化 简 成 只 含 平方 项 的 问题 ,不 但 在 几何 中 常会 遇 到 ， 
而 且 在 数学 的 其 他 分 支 以 及 物理 、 力 学 和 工程 技术 中 也 常会 过 到 ,因此 ,有 必要 把 这 
类 问题 一 般 化 ,讨论 n 个 变量 的 二 次 齐 次 多 项 式 的 化 简 问 题 , 这 就 是 二 次 形 化 标准 形 
的 问题 . 
5.5.1 二 次 型 及 其 矩阵 形式 


定义 5. 10 ”含有 ?7 个 变量 z ,zz，…zw 的 二 次 齐 次 函数 


f(x19T29 z.) Sansi Hanz 十 … 十 amz2 


+ 2awuziz+ 十 2alszlizs + + aminin) Tn (5.7) 
称 为 二 次 型 . 
当 aj 为 复数 时 ,三 称 为 复 二 次 型 ; 当 ai 为 实数 时 ,下 称 为 实 二 次 型 . 在 本 书 中 , 仅 
讨论 实 二 次 型 ,所 求 的 线性 变换 也 仅 限于 实 系数 范围 内 . 
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若 取 a; Saj W) 2as5zizri 一 aizizij 十 aizizi 于 是 式 (5.7) 可 写成 
SCX s2252) = anti Hantit +H +a, 
十 az zzzi Hant 十 … 十 azwZz7n 
十 ... 
十 auzszl 十 aezozs 十 … 十 amz3 


= > > aziz. 
= £ 


若 记 
an ax a, = 
ye an az ax x= x 
lsi am * am Es. 
则 二 次 型 (5. 7) 可 用 和 矩阵 表示 为 
f = xTAx. (5.8) 
例如 ,二 次 型 /(x,y,z) 二 3z? 一 2z? 十 4ry 一 yz 可 用 和 矩阵 表示 为 
3 2 0 
二 于 
f(z,y,2) = (m=,y,z) 2. 3 2 
= 
É 2 2 


可 见 , 任 给 一 个 二 次 型 ,就 唯一 地 确定 了 一 个 对 称 矩阵 ;反之 , 任 给 一 个 对 称 矩 
阵 , 也 可 唯一 地 确定 一 个 二 次 型 . 这 样 ,二 次 型 与 对 称 阵 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 . 因 
此 ,把 对 称 和 矩阵 A 称 为 二 次 型 了 的 矩阵 ,也 把 三 称 为 对 称 和 矩阵 4 的 二 次 型 ,对 称 矩阵 
A 的 秩 就 称 为 二 次 型 的 秩 . 

如 果 二 次 型 中 只 含 平方 项 ,不 含 交叉 项 , 形 如 


f = kisi tky te + kys 
则 称 为 二 次 型 的 标准 形 . 


如 果 二 次 型 的 标准 形 的 系数 ,ko,…,k, 只 在 1, 一 1,0 三 个 数 中 取 值 , 则 称 为 
二 次 型 的 规范 形 . 例如 


f= y yi Hy yp — — 3. 


5.5.2 线性 变化 下 的 二 次 型 


对 于 二 次 型 三 xr4x, 讨 论 的 主要 问题 是 如 何 将 该 二 次 型 化 简 , 也 就 是 要 寻找 
一 个 可 逆 的 线性 变换 
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= = cn, Tcuy; He + cy, + 
T2 = cay) Heny, He + cay, o (5.9) 


In = cay, T cry 十 … 十 cmyw， 


将 该 二 次 型 化 简 为 标准 形 或 规范 形 , 为 此 , 先 研究 在 线性 变换 下 二 次 型 的 变换 规律 . 


如 令 
ay > Ch Che Cin 
a T2 , y= x e= ea C22 Cn ; 
Ta Js Cm Ca Cm 


WRG. 9) 可 写成 如 下 形式 : 
x= Gy. 
代入 f=xTAx 中 得 
f = (Cy)TA(Cy) = y! (CTAC)y. 
记 B 王 CT74C, 则 上 式 可 写成 
f= y'By. (5.10) 
由 于 
BT = (CTAC)T = CTAT(CT)T = CTAC = B, 

所 以 [一 六 By 是 关于 变量 y,,y,，…,y, 的 一 个 二 次 型 . 

由 此 可 见 , 在 可 逆 的 线性 变换 作用 下 ,变化 前 后 两 个 二 次 型 矩阵 之 间 具 有 B= 
CAC 的 关系 ,这 种 关系 就 称 为 合同 关系 . 


5.5.3 ”和 矩阵 的 合同 


定义 5.11 设 4,B 是 两 个 n 阶 方 阵 ,如 果 存 在 一 个 Br ul 2 88 g£ C , 8483 CT 
AC 王 B, 则 称 B 与 4 合同 , 记 为 BSA. 

合同 关系 具有 以 下 几 个 简单 性 质 : 

(1) 自 反 性 :4 全 4( 因 为 E14E=A); 

(2) 对 称 性 : 若 BSA, M] A=B; 

(3) 传递 性 : 若 AS2B A B2C, N] CA. 

在 (3) 中 , 若 4 涯 B HBC, MFE XER P,Q, 1814 P'AP=B,QTB0o=C, F 
EH Q'(P'AP)Q=C,Ell(PQ)TA(PQ)=C. X [8 P,Q 可 逆 , 所 以 PQ 可 逆 , 则 C—A. 

对 于 合同 矩阵 ,也 具有 下 列 重要 性 质 : 

(1) 若 4 伍 B, 则 A~B,R(A)=R(B); 
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(2) 若 BSA HA 为 对 称 和 矩阵 , 则 召 也 为 对 称 和 矩阵 . 
特别 地 ,对 于 实 对 称 矩 阵 4, 由 定理 5. 6 可 知 , 必 存 在 一 个 正 交 撼 阵 已 ,使 得 
i! 


P''AP = P'AP = 2 š 


Àn 
其 中 心 ,2，…v 恰 为 矩阵 A 的 全 部 特征 值 .定理 5. 6 不 仅 说 明 任 一 实 对 称 和 矩阵 A 
都 合同 于 一 个 实 对 角 和 矩阵 ,而 且 从 实 对 称 和 矩阵 4 和 二 次 型 一 一 对 应 的 角度 来 讲 ， 
还 说 明 任 何 实 二 次 型 都 可 通过 可 逆 的 正 交 线性 变换 化 为 标准 形 ,这 就 是 正 交 变 
换 法 . 


5.6 化 二 次 型 为 标准 形 
为 了 把 二 次 型 化 为 标准 形 ,可 以 用 正 交 变换 法 , 它 具有 保持 几何 形状 不 变 的 优 
点 ,在 许多 实际 问题 中 都 要 用 到 . 此 外 ,还 有 配方 法 和 初等 合同 变换 法 等 . 在 本 节 , 将 
主要 介绍 正 交 变换 法 和 配方 法 . 
5.6.1 正 交 变换 法 


定理 5.7 任 给 二 次 型 /二 Y) Dayzz lay = qu) ,总 有 正 交 变 换 x — Py it 


得 S MIERNE f = ài yi Hyg Hee Hany PEH Ai sAr sAn 为 的 矩阵 A = Cai) 
的 特征 值 ,已 的 ”个 列 向 量 Pi ,Pa ，…P 分 别 为 4 对 应 于 hi ,2,…,v 的 两 两 正 交 的 
单位 特征 向 量 . 

证 明 略 . 

推论 5.2 任 给 二 次 型 f=x Ax, AA TAER x 二 Cz, 使 得 /(Cz) 为 规范 形 . 

下 面 通过 例子 来 说 明 化 二 次 型 为 标准 形 的 正 交 变换 法 . 

例 5.10 求 一 个 正 交 变换 x 二 Py, 将 二 次 型 

f a za zs) = 2zl + z — 4ziz; — 4X213 

化 为 标准 形 . 

B ”二 次 型 的 矩阵 为 
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它 的 特征 多 项 式 为 
= aa 0 
14 一 四 |=| 一 2 1—, 一 ?= 一 DA+T2)0 一 4)， 
0 二 
从 而 4 的 特征 值 为 


À =1, Àk =—2 As=4. 


2 
1 


| ,单位 化 得 p 一 让 
Eae + 


z 
| 
一 2 

1 1) 
:ten 
2 2 
2 
g i 
1 


34 k= —2 时 , 解 方程 (4 十 2B)x 一 0 得 基础 解 系 , = 


. 


342 =4 BF, RECAE) x= 得 基础 解 系 ,二 | 


2 1 
=, 
1 


令 P=(p,,p. p.) ,于 是 正 交 变 换 为 


单位 化 得 p, 一 二 


| 2 1 2 
Fa 3 3 3 y, 

1 2 2 
ed i 1] 
| 

[3 3 3 

了 的 标准 形 为 
f = yi —2y; + 4y. 
x= 


== 
注 5.1 如 果 要 把 二 次 型 /化 成 规范 形 , 只 需 令 1 A , 即 得 三 的 规范 形 为 


= 
x= 


一 站 一 有 十 从 此 时 ,可 逆 的 线性 变换 可 写 为 x 一 Cz, 其 中 
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2. 4 22 . [2 £Z 
z W s| P i W. a 
z] 2 G 21. | 9 a 3 £3 
| 3 V2 | 
1 
-2 2 1 0 0 本 | 2. 2 
3 3 3 2 = 
例 5.11 求 一 个 正 交 变 换 x 一 Py, 将 二 次 型 
Jf (miza zs) = 2zizz + 2ziz; 一 2zzzs 
化 为 标准 形 . 
R 二 次 型 的 矩阵 为 
° 1 1] 
A=|1 0 一 !|， 
1 —1 0] 
它 的 特征 多 项 式 为 
Sra 1 < 
|JA—AE|=| 1 一 人 一 ! = 一 (一 1D):(A 十 2)， 
1 —1 0 
从 而 4 的 特征 值 为 


=h =1， Xs 一 一 2. 
M Ai =A: =1 时 , 解 方程 (4 一 E)x 二 0 得 基础 解 系 


1 1) 
£= 中 = p 
0 1) 
正 交 化 得 
1 1 
T 一 ， -站 
0 1 
再 单位 化 得 
Aal 
p= P: = = |3|. 
El `l 
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=j 
当 ) 一 一 2 | 1 |: 
1j 


=i 
ii 


| 


| 


4648 p= ! 
所 以 正 交 变 换 矩阵 
Supaya 
| 3 V3 
P Qp) = Z B v 
| KE E: S 
l 3 y 


由 正 交 变换 x 一 Py, 就 将 /化 为 标准 形 
f = yt + y — 255. 
由 此 可 见 , 用 正 交 变 换 化 二 次 型 为 标准 形 的 具体 步骤 如 下 ， 


(1) 写 出 二 次 型 了 的 矩阵 4， 


(2) RH A 的 全 部 特征 值 ; 
《3) 求 出 对 应 于 每 个 特征 值 的 特征 向 量 , 对 单 重 特征 值 , 仅 需 将 属于 它 的 特征 向 


重 单位 化 ;对 重 特征 值 , 则 需 将 属于 它 的 上 个 线性 无 关 的 特征 向 量 正 交 化 ,单位 化 ; 
(4) 以 正 交 单位 化 后 的 特征 向 量 为 列 构成 正 交 和 矩阵 P, 写 出 正 交 变换 x= Py; 
(5) 按 组 成 P 时 特征 向 量 的 次 序 ,以 其 所 属 特 征 值 为 系数 写 出 标准 形 . 


5.6.2 配方 法 
拉 格 朗 日 配方 法 是 利用 代数 公式 (a 土 8)? 二 a? 土 24b 十 丘 , 将 二 次 型 配 成 完全 平 
方式 . 下 面 举例 说 明 这 种 方法 . 
例 5.12 用 配方 法 化 二 次 型 
Jan, zx zs) = 2a + zj — 4t t: — AT T3 
为 标准 形 ,并 求 出 变换 矩阵 . 
R 由 于 了 中 含 变量 z, 的 平方 项 , 故 把 含 +, 的 项 归并 起 来 , 先 配 成 平方 项 , 然 
后 再 依次 考虑 za ,za ,于 是 配方 可 得 
rzayz) 一 2z 十 好 一 4zizz 一 4zzzs 
= (27f — Ariz: + 272) 一 好 一 4zezs 
= 2 (mi — 12)? — (x4 +4r2x; + 4xz3) 十 4z3 
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2 (z; — xzx)° — (zs +2zxs)° + 4rzi. 


令 
P, = Ti Tz» 
> = zz + 2zs, 
I = zs, 
即 
ZI = y, + y, —2y; > 
T3 = yy» 
就 把 了 化 成 标准 形 
f = 2 好 一 六 十 4 六 
所 用 变换 矩阵 为 


例 5.13 用 配方 法 化 二 次 型 
fay z+ zs) = 2ziz; 十 2zizs — 2X213 
为 标准 形 , 并 求 出 变换 阵 C. 
解 由 于 了 中 不 含 平方 项 , 故 先 用 下 列 变换 使 含有 平方 项 ,再 配方 . 令 
zl = y Hy» 
f ts EE 
X3 一 Yz» 
代入 了 可 得 
faiz ,73)= 2yl — 2y2 十 4y233 
= 2yl —2(% — 2y,y,) 
= 2y — 2(y, — y)? +234. 


zn = y» 
z = y; —Jss 


zs = ys + 


再 令 


即 
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h= tis 
X; = z +z» 


J = ZB» 
于 是 
f = 2z1 — 2z + 2z, 
所 用 变换 矩阵 为 
bf 9 O Jal 1 
C=|1 —1 0||0 1 1 1 1 1; ICi 2 = 0. 
0 0 1110 0. 1 0 0 1 


一 般 地 ,任何 二 次 型 都 可 用 上 面 两 例 的 方法 找到 可 逆 变 换 ,把 二 次 型 化 为 标准 
形 ,但 如 果 配 方 的 次 序 不 同 或 归并 的 完全 平方 式 不 同 , 则 所 化 成 的 标准 形 可 能 也 
不 同 . 


5.7 正定 二 次 型 


5.7.1 惯性 定理 


二 次 型 的 标准 形 显然 不 是 唯一 的 ,如 5. 6 节 的 例 5. 10 和 例 5. 12, 例 5. 11 和 例 
5. 13, 但 是 标准 形 中 所 含 项 数 是 确定 的 ,而 且 标准 形 中 正 系数 的 个 数 是 相同 的 ,这 就 
是 实 二 次 型 的 惯性 定理 . 
定理 5.8 设 有 二 次 型 /一 xT4x, 它 的 秩 为 >, 有 两 个 可 逆 变 换 
x=0, x=Py, 
使 得 
=k +ky o hy), k 0 
及 
f= xg tiz Hee Az, A0, 
JM ki skosek, 中 正 数 的 个 数 与 1 ,42，…,2, 中 正 数 的 个 数 相等 . 
定理 5. 8 称 为 惯性 定理 ,这 里 不 予 证 明 . 
二 次 型 的 标准 形 中 正 系 数 的 个 数 称 为 正 惯性 指数 , 负 系 数 的 个 数 称 为 负 惯性 指 
数 . 若 二 次 型 的 正 惯性 指数 为 p , 秩 为 r, 则 了 的 规范 形 便 可 确定 为 
SSÄ tät etme 


显然 ,由 惯性 定理 可 知 ,二 次 型 的 规范 形 是 唯一 确定 的 . 
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5.7.2 正定 二 次 型 的 概念 


在 科学 技术 上 用 得 较 多 的 二 次 型 是 正 惯性 指数 为 ”或 负 惯性 指数 为 ” 的 n 元 二 
次 型 . 为 此 ,给 出 下 述 定义 : 

定义 5.12 设 有 二 次 型 /(x) 二 x"Ax, 如 果 对 任何 x 隆 0 都 有 /xz) 之 0, 则 称 了 
为 正定 二 次 型 ,并 称 对 称 矩 阵 4 是 正定 的 ;如 果 对 任何 x 去 0 都 有 f(x) 二 0, 则 称 /为 
负 定 二 次 型 ,并 称 对 称 矩 阵 4 是 负 定 的 . 

从 几何 的 角度 来 看 , 若 f(x,y) 是 二 元 正定 二 次 型 , 则 fr, y) 三 c( 其 中 c 为 正常 
数 ) 的 图 形 是 一 个 椭圆 . 若 F(z,y,z) 是 三 元 正定 二 次 型 , 则 fry D) =c (tri c 32 
正常 数 ) 的 图 形 是 椭 球 面 . 

从 代数 的 角度 来 看 ,由 于 任意 一 个 二 次 型 f(z1 ,xz;,…,z,) 均 可 看 成 定义 在 实数 
域 上 的 n 个 变量 的 实 函 数 , 因 此 ,讨论 这 个 多 元 函数 的 恒 正 性 、 恒 负 性 就 是 确定 二 次 
型 的 正定 性 、 负 定性 .但 直接 这 样 判断 的 难度 非常 大 ,于 是 常 借助 于 以 下 方法 来 判定 : 
5.7.3 正定 二 次 型 的 判定 

定理 5.9 n TOKE f =x!Ax 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 它 的 标准 型 的 n 个 系 
数 全 为 正 , 即 它 的 正 惯性 指数 等 于 n. 

证 明 设 可 逆 变 换 x 二 Cy 使 得 

fo) = fO) = kigh + kyk + + k,y2. 
充分 性 . 设 k 之 0(i==1,2,…,n). IE x40, A C 是 可 逆 矩 阵 , 则 y=C”'x>0, 
故 
fO) = KO) = kiy + by + + ky? > 0. 
必要 性 . 用 反 证 法 . 假设 有 六 委 0, 则 当 ?一 e:( 单 位 坐标 向 量 ) 时 ， 
fO) = f(Ce.) = k, < 0. 
显然 Ce,Z0,iX f ESE F SA A k,>>0Gi=1,2,---,n). 
推论 5.3 XJEREEEE A 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 A 的 特征 值 全 为 正 . 
定理 5.10 对称 矩阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 A 的 各 阶 顺序 主子 式 都 为 正 , 即 


an dn 
20, or LATS i |>0. 

am * a, 
对 称 矩 阵 A 为 负 定 的 充分 必要 条 件 是 A 的 奇数 阶 顺 序 主子 式 为 负 ,而 偶数 阶 顺 序 主 
子 式 为 正 , 即 


an ax 


an > 0, 


an an 
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定理 5.10 称 为 直 尔 维 蒋 定理 ,这 里 不 予 证 明 . 
例 5. 14 判定 二 次 型 
f = 2 好 十 5z + 5zš 十 4rizz 一 4zizs — 8z:zs 
是 否 正 定 ? 
解法 一 ”用 惯性 指数 法 . 先 将 了 用 配方 法 化 成 标准 形 , 即 
f= 2z + 5z; + 5zš 十 4zizz — Aziz; 一 8zaz3 


a ié 
=2 +r)? +3(r— z) +$ 
— E E t US: y 
= 2yi + 3y + 3° 
其 中 
X 一 2 工 十 zz 一 Ts， 
zgi, 
x; 2 3° 


ys = xs, 
因此 ,y 的 正 惯性 指数 二 3 二 n, 故 f 为 正定 二 次 型 . 
解法 二 ”用 特征 值 法 . /的 矩阵 


[2 2 一 3 
A=|2 5 一 4|. 
【一 2 一 4 s | 
因为 
2—à 2 一 
|A—aE |=| 2 5-a 4 Q — 1) (A —10), 
—2 —4 5 一 
解 得 


à =à =1, À = 10. 
H T A 的 特征 值 全 大 于 0, 因 此 ,/ 是 正定 二 次 型 . 
解法 三 ”用 顺序 主子 式 法. 因为 了 的 矩阵 为 


SE 2 一 2] 


其 顺序 主子 式 为 
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2 2 
2 5 4 
一 2 一 4 5 


2 2 
A =|2|=2>0, A; 一 25 =6>0, A; 


因此 ,A 是 正定 矩阵 ,了 是 正定 二 次 型 . 
以 上 三 种 方法 都 是 判别 二 次 型 是 否 正定 的 常用 方法 , 当 能 用 顺序 主子 式 判别 时 ， 
此 法 一 般 比 较 简 单 . 


习 


1. 试用 施 密 特 法 把 下 列 向 量 组 正 交 化 : 

O) mm 一 (1,1,1)7vaz 一 (1,2,3)7,as 一 (1,4,9)7; 

(2) a 一 (1,0, 一 1,1)7,az 一 (1, 一 1,0,1D)T,a 一 (一 1,1,1,0)7. 
2. 判断 下 列 矩 阵 是 否 为 正 交 和 矩阵 ,并 说 明理 由 : 


题 五 


E E kar Sio a 
2 9 9 9 
N. 1 8. -E aa 
Ql e O e s 9 Ë 
e er E -4 —4 了 
3 2 9 9 9 
3. 设 x 为 n 维 列 向 量 ,H=E 一 2xx" ,证 明 H EER TECE RE. 
4. 求 下 列 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 : 
f0 0 
—1 一 2 2 [2 — 2) ya: 
0 1 0 
ao 1 ol |5 -3 :| (3) . 
1 0 0 
Gr KO i -1 0 -2 
0 0 0 


5. Wt n ERA WE A? =A, E: 

(1) A 的 特征 值 只 能 是 1 0; 

(2) AHE TJX. 

6. 假设 4 为 n 阶 矩 阵 4 的 一 个 特征 值 ,证 明 : 


D RATAA ,十 为 4 的 特征 值 ， 


(2) H A TA LAL A 的 伴随 短 阵 A* 的 特征 值 ， 


(3) At J At 的 特征 值 . 
7. BA HERH BSAA ,其 中 A* 为 A 的 伴随 矩阵 , 求 B 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
8. 设 三 阶 方 阵 4 的 特征 值 为 2,1, 一 1. R: 

(1) |41; (2) B=2A'—5A2°+3E 的 特征 值 ;(3) |A" +3A 1 +2E|. 

9. 设 4,B 都 是 ” 阶 矩 阵 上 且 4 可 逆 , 证 明 AB 与 BA 相似 . 

2 0 1 
8 kU e 
4 05 


10. BER A= 可 相似 对 角 化 , 求 工 
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1 2 — 2 ] 

1 DE * | 的 一 个 特征 向 量 . 
一 1 m 8: = 81 

(D RER a,b 及 特征 向 量 p 所 对 应 的 特征 值 ; 

(2) 判断 A 能 否 对 角 化 ,并 说 明理 由 . 


12. 试 求 一 个 正 交 相似 变换 矩阵 ,将 下 列 对 称 和 矩阵 化 为 对 角 和 矩阵 ; 


11. 已 知 p= 是 矩阵 4 一 


2 — 0 {2 2 一 2 
(GD 1-2 1 + (2)|2 5 一 4|. 
0 — 0 |- 一 4 5 
1 —2 一 5 
13. 设 和 矩阵 4= | 一 2 z 一 ?| 与 4=| 一 4 | 相似 , 求 z,y, 并 求 一 个 正 交 和 矩阵 P, 
一 一 人 y 
使 得 P 4P 一 人 . 


14. 设 三 阶 方 阵 4 的 特征 值 为 41 二 1,X; =0,A 二 一 1, 它 们 对 应 的 特征 向 量 依次 为 
š 一 2 
一 2 zi). 
1 2 
RA 
15. 设 三 阶 对 称 矩 阵 A 的 特征 值 为 ,一 6,)? 一 x 一 3, 并 且 与 特征 值 =6 对 应 的 特征 向 最为 
由 一 (1,1,1)7, 求 4. 
1 4 2 
0 ET 
0 4 3 
£. 1.3 
1 š$ 
wai 
18. 用 和 矩阵 记号 表示 下 列 二 次 型 
O) Cryzayz) 一 好 十 好 十 刀 十 zizz 十 2raza 十 2rlzi 
(2) (zzavz) 一 zizz 十 2rzzs 十 3rizi- 
19. 用 正 交 变 换 将 下 列 二 次 型 化 成 标准 形 ， 
(1) fir strt) =a H2rh + 3a +H4r r: — ArT; 
(2) fr za za) = 2r} H2} +31 +22 2. 
20. 用 配方 法 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 ,并 写 出 所 作 的 实 可 逆 线 性 变换 : 
(1) fa Terast) =n r Fran Payri + x Ts 
(2) flr sz za) =at HAr — za, 
21. 判断 下 列 二 次 型 的 正定 性 : 
A) flai saz ma) 一 一 2 好 一 6 好 一 4 友 十 2rizz 十 2zlza 
(2) fC sz2 sas sta )= r} H3 H9 +H 9a — 2r: r HAr rs H2 ra — Greta — laare 


22. 证 明 对 称 和 矩阵 4 KEERA 2 382 £t E: fF En] 3 SE BE P , 1819 4 二 PTP, 即 与 单位 矩阵 
E&M. 


x. = LEE 


16. 设 A= JRA”, 


17. 设 A= , 求 (4A) 一 4 一 64? 十 54s. 
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习题 参考 答案 


习 题 一 


. W EŞ; (2) 负 号 ; (3) ES. 

k=5,I=1. 

~ (1) 38; (2) a?; (3) 6123000. 

. (1) —12; (2) —25; (3) 22(3+a). 

e (1) 1; (2) 160; (3) 134; (4) —2(z' +y). 

. Ma +Me +Ma +Mu = —28, Au 十 Ata 十 has 十 Au 一 0. 
一 15. 

xz 一 一 3,z 一 3( 二 重 ). 

10. W. 

1l. z=1.y=2,z=3, 

12. 4 abc 时 有 唯一 解 ,并 且 唯 一 解 为 r=a,y=b,z==c. 
=1 


° @ 3 e m > @ 5 = 


13. a=3,a =Š, =2,a = 


—2 13 224 p 5 
2 一 17 2 ,ArB 一 |0 一 5 6j. 
4 29 a 0. 


[35 [一 2 9 
2. (1) Hi (2) 10; (3) | 一 1 2|; 


Lag. L-3 6l 
(4) anti tazzi tanzi +H2arti z: F 2a mi a + 2as zea, 


= 
° 


0 1 
3. omah 3) 450.1 4+0; 


o 1 
(2) 取 4= (0 3) „4? =A 1B AZ0 B AZE; 


oxa, yE odri iaae 


. (1) 8, 偶 排列 ; (2) 3, 奇 排列 ; (3) 5, 奇 排列 ; (4) 13, 奇 排列 . 


1 
MP: AZ0,X:Y. 
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eap G Re speme) 


5. 充分 性 . 由 AB=BA 及 4 一 A, BT 一 B 得 (4B) 一 BT4T 一 BA 一 4B, 故 4B 是 对 称 和 矩阵 . 
必要 性 . 由 AB 是 对 称 矩 阵 及 47 一 4A, BT 一 B 得 4B 一 (4B)7 一 BT747 一 B4. 


+ 0 0 O 
0 5 o 0 
6. A'= 41 一 14| 一 10". 
o o 2 oj 
0 0 2 2 
1 1 -2 — i 
o 1 0” = az' 
7. (D (2) ‘ar raz yesan) 0, 
pe gs 28.27 ai 
2 1 -6 ~o Ë a 


f f- 


10. 由 (E 一 A)(E+A+A? HAEHAA HA? +A AA? — —At=E—0=E 


可 知 巨 一 A 可 道 ,并 且 其 道 矩阵 (下 一 人 )-! 一 已 十 A 十 42 HA, 
11 一 16. 
0 1 
12. X=A+E= 0 3 中 
1 0 
0 0 0 
060 0 
13. B= x 
606 0 
' a | 
LU REPS aH. a 
14. A"=+[ 
3[—1i—2 —4—2n 


15. A=- A-E), (4+2D '=--G3E— A. 
16. AX A.B RA+B Ejn] i, AA =A 'A=E, BB '=B '8 二 E, 于 是 
A'+B'=A E+EB' = ABB ' +A AB = A` (B+A)B = A` (A+ B)B`. 


这 样 ,4 十 B… 已 经 表示 成 为 三 个 可 逆 矩 阵 的 乘积 ,于 是 4 一 十 B-' 也 可 道 . 
由 可 逆 矩 阵 的 性 质 有 


(A +B’) = [A (A+ BB] = (B> "(A+B) A 一 B( A+ BYA. 
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1 00 00 0 
17. (1) st | 1000 O 9 s EAEE O ETR EEO 
0 1 0 O O. 
的 三 阶 子 式 ; 
(2) R(A)—1<R(B)=R(A). 
0 1 0 g] 
1 — 000 
18. |0 10 OF 
0 0 10 
0 0 0 
1 3 — — 2 3 2 —1 
19. mfo = 4 9 =] 'R(4)=3,|2 —1 一 3| 是 4 的 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 . 
0 0 T. L a 
20. (1) k=1; (2) k=—2; (3) kl1 且 kz—2. 
21. 略 . 
习 题 三 
1，(3,8,7). 


2. a=(1,2,3,4). 
3. 有 一 一 1la 十 14az + 9as. 


4 p=. -Ba -$ a. 


5. (B+B: Ps) = (a ,0 as) 


1 i 
= z Ot 1 


li -1 1 

1 1 

a a; L 

1 1 ~)” A 2 

Sasama) =B BBO 1 | =(B,.B..B.) + 一 ol. 

1 —1 1 

pe EN 

2 2 


a= +B tB. a= 6 +B. a= p + +B. 
6. 向 量 组 a ,asz ,as 线性 无 关 . 
7. HER: ki (atp) +k; (BHY) +k: (ya) =0, EH k, =k: =k; =0. 
8. 一 个 极 大 向 量 组 为 m sa: Jf E a =a +a: sa: =a +a. 
9. 提示 :两 个 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 等 价 . 
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一 2 -2 
一 4 0 0 1 
1 0 
0 1 0 7 
1. Dg= ,=| h @é=| |, &= ; @é=| o|, 6é=| 1 |: 
1 0 1| 0 
| 0 0 
一 3 4 t2) 19 | 
Lo 0 


(4) 无 基础 解 系 ,只 有 零 解 . 


2. 提示 :al ,as 为 基础 解 系 ,m + a: ,2a 一 as 也 是 齐 次 线性 方程 组 的 解 ,只 要 证 明 线性 无 关 
BITI. 


a p (2 一 am 二 ma 一 0， [Ataia ann 
9 m 3 +2r,=0, ntr — z — r =0. 
一 8 =i) 1) 一 9 1 
13 一 1 一 1 
. D 9 一 ， 乡 一 = = ， 儿 一 
D E ; @) m =|, | =| 
2 0 0 0 2 
5. 当 ) 天 一 1 B. A#2 时 ,R(A) 二 R(A ; b) 二 3, 故 所 给 方程 组 有 唯一 解 
E e Eo R OAN? bad a 
kig GEPET A—2 ). 


当 ) 一 一 1 时 ,R(4) 一 RC4 i b) 二 1<n, 故 所 给 方程 组 有 无 穷 多 个 解 ， 
-1 了 一 ! 

-| zal +e | 0 | ccz 为 任意 实数 
° 


Lo lij 
当 A 一 2 时 ,R(4) 一 2 天 3 一 R(A ; b), 故 所 给 方程 组 无 解 . 


2 
6. x=m [20 +n] J: ,为 任意 实数 . 
J | 


a 
w 
l 
Soana 


1 1 ] 
1 | | 

8. 基础 解 系 一 | 1 | , 通 解 x= a. 1 区 为 常数 ). 
1J 
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(1) 1 
9. RA)=r=3,n—r=4—3=1, ERRE = ; , 通 解 x 一 好 一 i rP k 为 常数 ). 
1 1 


10. #R:R(A)=r=n—1,n—r=n—(n—1)=1,AX=0 的 基础 解 系 仅 含有 一 个 向 量 . 
11. 提示 :m 是 非 齐 次 线性 方程 组 AX 一 有 的 特 解 ， 


3 题 五 


i; (GD 风 一 (410T 必 一 (一 1,0.DT, 忆 一 二 (1 一 2,DTi 


(2) h=0,0,-1.DT.=(.—3.2,DT =L Cl... 
2. (1) 不 是 ，〈2) 是 . 


3. M. 
4 (D 入 一 一 1 一 和 一 1, 让 一 (1,0,0)7, 记 一 (1,0,DT, 记 一 (一 1,1,0)7; 
(2) AN 一 ia 一 Na 一 一 1,p 一 (1,1, 一 DTi 


(3) A 一 1 一 1 一 N 一 一 1, 记 一 (1,1.0,0)7,P 一 (0,0,1,.DT,P 一 (1, 一 1,0,0)7， 
由 一 (0,0,1, 一 DT. 

5. BË. 
6. 略 . 
7. B 的 特征 值 为 和 ,二 ;二 3 二 1A| ,对 应 的 全 部 特征 向 量 为 
/1 ol í 
0 taf +k |° 
0) lo 1 


kı 


HEP ki ske ska 不 全 为 0. 
8 (D-3 (D a= a; (3) P. 


9. 略 . 
10. z=3. 
11. (D) a=—3,6=0 
1 2 
12 (D P=4 |2 1 1 |; 
2 = 4 
1 o 5] 
saan D " 
(2) P 一 | 3 z 3⁄2 :P'AP= 1 
ie | se 
3 v2 3⁄2] 


